
ДИФФУЗИОННЫЕ 
ПРОЦЕССЫ 

ии ‚ ТРАЕКТОРИИ 

    

®Ф
УЗ
ИО
НН
ИЕ
 
ПР
ОН
ЕС
ОЫ
 

КИ
ТО
*Ж
ГМ
АК
КИ
Н 

 



ИЗДАТЕЛЬСТВО 

«МИР»



DIE GRUNDLEHREN DER 

MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

Band 125 

DIFFUSION PROCESSES 
AND THEIR SAMPLE PATHS 

by 

KIYOSI ITO 

Kyéto University, Kyéto/Japan 

and 

HENRY P. McKEAN, Jr. 

Massachusetts Institute of Technology 
Cambridge/Mass. 

SPRINGER-VERLAG 

Berlin - Heidelberg - New York 

1965



К. ИТО и Г. MAKKHH 

Диффузионные процессы 
И ИХ 

траектории 

Перевод с английского 

А. Д. ВЕНТЦЕЛЯ 

Под редакцией 

Е. Б. ДЫНКИНА 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «МИР» МОСКВА 1968



YAK 519.21 

Эта книга посвящена одному из важных разделов современ- 

ной теории вероятностей — диффузионным процессам, которые 

находят широкое применение в различных областях физики 

и прикладной математики. Книга содержит большой фактиче- 

ский материал по теории диффузионных процессов и по смежным 

вопросам теории дифференциальных уравнений, впервые 

публикующийся в виде отдельной монографии. Помимо сведе 

ний, освещавшихся ранее в периодической литературе, приво- 

дятся оригинальные результаты авторов. В книгу включено 

большое число задач, многие с решением. 

Книга будет интересна научным работникам в области 

теории вероятностей, математикам других специальностей 

и физикам. Она окажется полезной студентам старших курсов, 

аспирантам и преподавателям университетов, пединститутов 

и инженерно-физических втузов. 

Редакция литературы по математическим наукам 

Инд. 2-2-3



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Книга Ито и Маккина посвящена бурно развивающейся области 
математики, лежащей на границе между теорией вероятностей 
и теорией дифференциальных уравнений. Если в 30-е годы специа- 
листы по теории вероятностей только использовали для своих целей 
методы анализа, то в 50-е и, особенно, в 60-е годы методы теории 
марковских процессов все более широко применяются при решении 
разнообразных аналитических задач (краевые и асимптотические 
задачи теории дифференциальных уравнений, теория потенциала 
и др.). На центральное место в теории марковских процессов 
выдвигаются так называемые диффузионные процессы, связанные 
с эллиптическими дифференциальными операторами второго поряд- 
ка. Если стать на вероятностную точку зрения, то теория диф- 
фузионных процессов должна рассматриваться как глава общей 
теории марковских процессов с непрерывными траекториями. 
Авторы понимают термин «диффузия» в этом расширенном смысле. 
За последние 10—12 лет была построена достаточно совершенная 
общая теория одномерной диффузии. Изложению (и развитию) 
такой теории и посвящена основная часть книги Ито и Маккина 
(около 80% ее объема). 

Авторы идут от частного к общему и изучают в первых двух 
главах простейшую диффузию — одномерное броуновское движе- 
ние. В последующих главах показывается, что любая одномерная 
диффузия может быть построена из броуновского движения посред- 
ством преобразования фазового пространства, случайной замены 
времени и «убивания». Из многомерных диффузионных процессов 
сколько-нибудь подробно рассматривается только броуновское 
движение (в гл. 7). 

По своей теме книга Ито и Маккина близка к вышедшей в 1963 г. 
монографии Е. Б. Дынкина «Марковские процессы», которая также 
содержит полное описание одномерных диффузий (без сингулярных 
точек) и подробную теорию многомерного броуновского движения. 
Однако в книге Дынкина эти вопросы излагаются в заключитель- 
ных главах как приложение более общих теорий, охватывающих 
и марковские процессы с разрывными траекториями, и поэтому
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читателю добраться до этих результатов значительно труднее, чем 
в книге Ито и Маккина. 

Сужение класса рассматриваемых процессов позволяет авторам 
изложить весьма богатый конкретный материал о таких процессах. 
Частично это делается в виде задач, к которым даются краткие 
указания на их решения. Книга требует от читателя очень актив- 
ной работы, но зато она дает возможность действительного овладе- 
ния излагаемыми методами. 

При переводе книги исправлены очевидные недосмотры авторов. 
Иногда это делается непосредственно в тексте, а иногда в виде 
подстрочных примечаний. 

В. Б. ДЫНКИН



  
Смодулированные на вычислительной машине движения молекул, даю- 

щие представление о двумерном броуновском движении. [Из статьи Олде- 
ра Б. Дж., Уэйнрайта Т. Э. (А14ег В. У. Wainewright T. E., 
Molecular motions, Scientific American, 201, Ne 4 (1959), 113—126).]



Посвящается П. Леви, 
работа которого явилась для нас 

источником вдохновения и предметом 
восхищения 

ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ 

Роберт Броун, английский ботаник, обнаружил (1828), что части- 
цы пыльцы, взвешенные в воде, совершают непрерывное беспоря- 
дочное движение (см., например, Томпсон [1:73— 77|). 

Jl. Башелье (1900) вывел закон, которому подчиняется положе- 
ние отдельной частицы, совершающей одномерное броуновское дви- 
жение, начинающееся в момент #=0 в точке аЕК': 

Р.{х (са =в(ьа, 6) 46, — (t, a, bE (0, +00)x RY, (1) 
где с— функция источника (функция Грина) 

g—(b—a)2/2t 
р, ’ = —— g(t, a, 6) == (2) 

для задачи распространения тепла 

д 1 02 
a= (>09. (3) 

Башелье также указал на марковское свойство броуновской 
траектории, которое выражается в том, что 

Ра {ay <x (t1) << by, а2<х(Ь) < bo, ey An<x (tn) << On} = 

by be bn 

— an \ & (11, а, 1) 2 (6—1, Ё, Eo)... 

а1 аз ап 

... (Ц — В -1, ви-1, п) ЧЁ! 4 ... ав, О 1—<Ь<... <, 
(4) 

И применил ЭТО СВОЙСТВО К нахождению распределения максималь- 

ного смещения 

Ь —~—a2z/2t 

Py {max x (s) <b} =2 \ £—-da, t>0, b>0. (5) 
s<t ; У 2: 

(См. Башелье [1].) 
А. Эйнштейн (1905) также вывел формулу (1) из статистико- 

механических соображений и применил найденный закон к опреде- 
лению диаметров молекул (см., например, А. Эйнштейн [1]).
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Башелье не удалось получить ясной картины броуновского дви- 
жения, и его идеи не были оценены в то время; и это не удиви- 
тельно, потому что точное определение броуновского движения 
включает в себя меру на пространстве траекторий, а классический 
мемуар Э. Бореля [1] об испытаниях Бернулли был опубликован 
только в 1909 году. Но после того, как появились идеи Бореля, 
Лебега и Даниеля, стало возможным поставить броуновское дви- 
жение на прочное математическое основание; это было выполнено 
в 1923 году Н. Винером [1]. 

Рассмотрим пространство всех непрерывных траекторий 
ш: 1С[0, -- со) —> А* с координатами х (1) = (Ё), и пусть В — наи- 
меньшая ов-алгебра подмножеств В этого пространства траекторий, 
включающая все простые события В = {ш: а<х(И <} (1>0, аз). 
Винер установил, что существуют неотрицательные меры Ро (В) 
(а К ВЕВ), для которых выполняется равенство (4); в частности, 
этот результат придает точный смысл утверждению Башелье о 
том, что броуновская траектория непрерывна. 

П. Леви [2] нашел другую конструкцию броуновского движения 
и в своей монографии 1948 года [3] дал глубокое описание тонкой 
структуры индивидуальной броуновкой траектории. Результаты Леви 
с некоторыми дополнениями, принадлежащими Д. Б. Рэю [4] и нам 
самим, будут изложены в гл. [ и 2, причем особое внимание будет 
уделяться стандартному броуновскому локальному времени (тезиге 
du voisinage II. Jlepu) 

. mes{s:a<cx(s)<b,s< it} 
+ (1, а) lim 3 (b—a) . (6) 

Пусть @® = (с›/2) Р-Н с. (с. > 0) — оператор Штурма — Лиувил- 
ля на прямой. Функция источника (функция Грина) р=р(Ь, а, 6) 
задачи 

ot — би (1 > 0), (7) 

так же, как и гауссово ядро (2), обладает следующими свойствами: 

0<р; (8a) 

\ p(t, a, 6) db=1; (8b) 
В! 

nit, a, 6) =\ pit—s, a,c) p(s,c,b)dc, t>s>0. (8c) 
Ri 

Вскоре после опубликования в 1930 году монографии Винера [3] 
началось изучение случайных движений, связанных с такими 
операторами (диффузий) и аналогичных броуновскому движению
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(6 = 02/2); здесь необходимо отдельно упомянуть имена В. Феллера 
и А. Н. Колмогорова. Позднее (1946) К. Ито доказал, что если 

[4 (6) — си (а) [-Н[У с, 6) —V ez (@)|<const-|6—a], (9) 
то движение, связанное с оператором @® = (с›/2) 2*-- с.), совпадает 
по распределению с непрерывным репением уравнения 

t 

а (Г) =а (0) C, (a) ds + У с. (а) 46, (10) 

где 6— стандартное броуновское движение. 
Ведущую роль в дальнейшем развитии теории сыграл В. Феллер. 
Пусть имеется марковское движение с траекториями w: t —> x (f) 

и вероятностями Р. (В) на отрезке прямой @; тогда операторы 

Ни: f— \ P, {x (t) € db} f(b) (11) 

составляют полугруппу 

Нь= Н:-5Н‹ (23). (12) 
Как доказали Э. Хилле [1] и К. Иосида [1], 

Н,‚=е® (t>0), (13) 
если понимать экспоненту в соответствующем смысле; здесь ® — 
так называемый производящий оператор. 

Д. Рэй [2] доказал, что если движение строго марковское 
(т. е. начинается заново в некоторые случайные (марковские) 
моменты, к которым относятся моменты и = пил {#: х (1) =а} пер- 
вого достижения, и т. п.), то оператор © является локальным тогда 
и только тогда, когда у движения непрерывные траектории; это 
подтвердило догадку В. Феллера. Из этого результата в сочетании 
со статьями Феллера [4, 5, 7, 9] вытекает, что производящий опера- 
тор строго марковского движения с непрерывными траекториями 
(диффузии) можно представить в виде дифференциального оператора 

(ви) (а) = но ^^ и @), (14) 
bla  m(a, b] 

где т — неотрицательная мера, положительная на открытых интер- 
валах, а ut (2) = lim (6—a)“*[u(b)—u(a)] c TOUHOCTbIO JO 3aMeHbl 

a 

шкалы; это представление имеет место всюду, за исключением неко- 
торых сингулярных точек, в которых @® вырождается в оператор 
порядка не более 1. 

Е. Б. Дынкин [1] также пришел к идее строго марковского про- 
цесса; он вывел изящную формулу для © и, применив ее, дал про- 
стое (вероятностное) доказательство феллеровского выражения для &.
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В этой связи также следует упомянуть работы Р. Блюменталя [1] 
и Дж. Ханта [1] и монографии Е. Б. Дынкина [6, 8]. 

Наш план заключается в следующем. 
В гл. [1 и 2 рассматривается броуновское движение; затем, в гл. 3, 

вводится общая одномерная диффузия как строго марковское дви- 
жение с непрерывными траекториями на отрезке прямой, возможно, 
с уничтожением массы. В гл. 4 подробно вычисляется ®, причем 
используются  вероятностные методы, аналогичные — методам 
Е. Б. Дынкина [5]; в так называемом несингулярном случае @ 
оказывается дифференциальным оператором 

ut (b)—ut (a)— \ udk 

(Su) (a) = lim —— yg —, (15)   

rye u*+ H Mm UMEIOT TOT Ke CMBICA, uTO B dopmyvte (14), a  — (неот- 
рицательная) мера, управляющая уничтожением массы (в другой 
форме такие производящие операторы появляются у В. Феллера [9]). 

Пусть даны оператор % вида (14) и стандартное броуновское 
движение с траекториями и: —>х(Ё. Обозначим через + броунов- 
ское локальное время П. Леви. Если [! — обратная функция для 
интеграла от локального времени 

F(t) = } +6 9 (db), (16) 
то движение х(Г!) совпадает по распределению с диффузией, соот- 
ветствующей ®, о чем догадывался Г. Троттер; это будет доказано 
в гл. 5. Такая же замена времени была получена В. Волконским [1] 
в менее явном виде. 

Если @ — оператор вида (15), то связанное с ним движение 
можно получить при помощи убивания траекторий, о которых гово- 
рилось выше, в некоторый (случайный) момент м» с условным 
распределением 

Pitt >t | (FY) =e NETO OH, (17) 
это также будет доказано в гл. 5. В частном случае броуновского 
движения с эластичным экраном на [0, {- со) (производящий опе- 
ратор ($ = 02/2 с граничным условием уи (0) = (1—1) и? (0) (O0<y<1)) 
имеем 

{со 

{= t(¢, £)2d§=mes {s: x(s) 20, s<t}; 
0 

процесс х({) совпадает по распределению с классическим броунов- 
ским движением с отражением х*=|х|, а формула (17) принимает
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простой вид 

— У 4+4, 0) 
Р. {ть >| х*} =е 1 (t+ = 2t). (18) 

Это подтверждает гипотезу В. Феллера, состоящую в том, что 
броуновское движение с эластичным экраном должно получаться 
из броуновского движения с отражением при помощи убивания в тот 
момент, когда некоторый возрастающий функционал е (3+ [1 0, 1)) 
от момента Ё и множества моментов пребывания 3+ = {Ё: х+ (Й =0} 
достигнет какого-то уровня. 

В гл. 6 подробно изучается тонкая структура траекторий общей 
диффузии на прямой, причем особое внимание уделяется локальным 
временам. В гл. 7 рассматривается многомерное броуновское дви- 
жение, а в гл. 8 читатель найдет беглый обзор общей многомерной 
диффузии. 

В заключение мы хотели выразить нашу признательность всем 
тем, кто помогал нам в нашей работе. 

Прежде всего мы благодарны В. Феллеру, идеи которого про- 
низывают всю книгу, и мы будем считать, что достигли успеха, 
если она ему понравится. 

Мы должны также поблагодарить Р. Блюменталя и Дж. Ханта, 
которые предоставили в наше распоряжение свои неопубликованные 
результаты, касающиеся марковских моментов, и Г. Троттера, 
с которым мы имели много плодотворных бесед. 

Эта книга была начата в Принстоне в Институте фундаменталь- 
ных исследований (1954/56) при частичной поддержке Управления 
артиллерийских исследований; затем продолжена в Киото (1957/58) 
с помощью дотации фонда Фулбрайта; в 1960 году в Гановере 
(Нью-Хэмпшир) и Кембридже (Массачусетс) при поддержке Управ- 
ления военно-морских исследований и в Стэнфорде (Калифорния) 
при поддержке Национального научного фонда (1962/63); этим 
учреждениям и организациям мы также выражаем свою искреннюю 
благодарность. Наконец мы должны поблагодарить персонал изда- 
тельства Шпрингер за кропотливый труд и интерес к этой, по-види- 
мому, нелегкой работе. 

Киото (Япония) К. ИТО 
NEM OPH Axe (Массачусетс) Г. П. МАККИН МЛ. 
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Нумерация: $5 1.2 означает параграф 2 главы 1; 
(1.2.3), задача 1.2.3, рис. 1.2.3 означают соответственно фор- 

мулу, задачу, рисунок 3 параграфа 1.2; 
(3), задача 3, рис. 3 означают соответственно формулу, задачу, 

рисунок 3 текущего параграфа. 
Р. Броун [1:2] означает страницу 2 работы Р. Броун [1] из 

библиографии. 

В конце каждого параграфа помещаются задачи с некоторыми 
указаниями по их решению; они часто содержат добавочную инфор- 
мацию, нужную в дальнейшем, и являются существенной частью 
изложения. 

Рисунки не претендуют на фотографическую верность; напри- 
мер, броуновская траектория часто изображается так, как если бы 
она имела изолированные нули, что на самом деле не так. 

Список обозначений помещен в конце книги. 

Предупреждение: слово «положительный» означает >0, тогда 
как «неотрицательный» означает >20; то же для слов «отрицатель- 
ный» (<0) и «неположительный» (<0). Символ а /\ 6 означает 
меньшее из чисел а и 6, аа \/ 6 — большее из этих двух чисел.



ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

Предполагается, что читатель имеет примерно такую математи- 
ческую подготовку, какая требуется, чтобы читать книги Куранта 
и Гильберта [1,2]. Кроме этого, он должен владеть материалом 
ббльшей части книги В. Феллера по теории вероятностей [3], а так- 
же материалом, описанным ниже (полезный обзор и некоторые из 
доказательств см. в книге А. Н. Колмогорова [2]. 

Алгебры. Класс А подмножеств пространства № называется 
алгеброй, если 

WEA (1) 

и для любых А, ВЕА 

А\ В, АПВ, АПВЕА. (2) 

Алгебра А называется 0-алгеброй, если, кроме того, для любой 
последовательности В, ЕА (п> 1) 

U Bn, fl В, СА. (3) 
п>1 

о-алгебра, порожденная классом множеств. Класс А подмно- 
жеств пространства Й содержится в некоторой наименьшей о-алгеб- 
ре В, которую называют с-алгеброй, порожденной А. 

Вероятностные меры. Рассмотрим неотрицательную функцию 
множества Р(С), определенную на алгебре А. Функция Р назы- 
вается конечно-аддитивной вероятностной мерой, если 

Р (У) =1 (1) 

P(AUB)=P(A)+P(B), A, BEA, AV B=@. (2) 

Функция называется вероятностной мерой, если, кроме того, 

P (Bn) {0 (nt 4 00), Bal @, В, СА (п> 1), (За)
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или, что то же, 

P( U Bn) = 2 P (Bn): В, ПВп= © п<т), 

(3b) Br€A(n>1), UY Br€A. 

Колмогоровское продолжение. Если дана вероятностная мера Р 
на алгебре А, то существует единственная вероятностная мера Q 
Ha о-алгебре В, порожденной алгеброй А, совпадающая с Р на А, 

а именно О (В) =ш! a Р(А»), где нижняя грань берется по всем 

таким покрытиям U "А, множества ВСВ, что А», СА (п? 1). Тройка 
п>1 

(У, В, 0) называется вероятностным пространством. 

Измеримые функции. Пусть дано пространство и о-алгебра В 
его подмножеств; функция {: "—> [ — со, -- оо] называется изме- 
римой относительно В (или В-измеримой), если Г\[а, 6) ЕВ при 
любом выборе а< 6. 

Интегралы. Пусть дано вероятностное пространство (И, В, Q). 
Интеграл, или математическое ожидание, неотрицательной В-из- 
меримой функции { определяется как 

= | 140= 

-| eee X 1-2"Q IF [((—1)-2-”, 1.2"), О (+ о) =0; 

7 ОЕ: (+ о0)] >0. 
Математическое ожидание Е в применении к таким неотрицатель- 
ным функциям удовлетворяет следующим условиям: 

E (f) > 0; (1) 
E(l)=1; (2) 

E (fits) =£ (f1) + £ (fe): (3) 

E(fa)tE(f), ЫЁ (4a) 

E (in) YE (A); int f, Elis) +; (4b) 

E (lim fa) <lim E (fr). (5) 
Интеграл | fag будем сокращенно обозначать E(f, B) = E£ (B, f). 

B 

Mponssegenna. Tycts (W;, By, Qy) u (We. Bo, 92) — вероятностные 
пространства. Класс А конечных сумм непересекающихся прямо-
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угольников В\ Хх В. (В: ЕВ1, В. ЕВ.) является алгеброй, и функция 

Q (By X Bz) = Qy (By) X Qe (Be) 

может быть продолжена до вероятностной меры на А. Произведение 
Q, X О> есть колмогоровское продолжение этой функции @ на о-ал- 
гебру В = В, х В., порожденную алгеброй А. 

Теорема Фубини. Пусть имеется (В, х В.)-измеримая функция 
Е, ХИ. —1[0, - сс); тогда 

} 140, х0)=\ 40, | 14% = | 40, | Гб. 
W1ixWs Wy We Wo Wy 

Бесконечные произведения. Если даны вероятностные простран- 
cTBa (Wn, Br, Qn) (n> 1), TO An: A=BX Wasi X Ware X ... (Foe BE 
ЕВ. ХВ. Хх... ХВ») есть о-алгебра, а 

Ч (4) = (9х 9х... X Qn) (B) 

является вероятностной мерой на алгебре А = |) А». Бесконечное 
п>1 

произведение x С„ определяется как колмогоровское продолжение 
>! 

функции @ на ̀ с-алгебру x В,, порожденную алгеброй А. 
21 

Независимость. Пусть дано вероятностное пространство (1, В, Р); 
о-алгебры В, В, = В называются независимыми, если 

Р (В: ПВ) =Р(В!)Р (В), В:ЕВь, Bz € Bo; 

б-алгебры В„ (п > 1) независимы, если для любого п>21 о0-алгебра 
В» независима от 0-алгебры, порожденной алгеброй |) В;; множе- 

1-Е п 

ства В, ЕВ(п>1) независимы, если независимы алгебры В» = 
={@, Brn, W\ Bn, #} (п> 1); В-измеримые функции f, (n> 1) неза- 
висимы, если независимы о-алгебры Е„, порожденные прообразами 
[1 [а, 6) (&<); В-измеримая функция { независима от о-алгебры 
А = В, если о-алгебра, порожденная прообразами 1, независима 
от А, ит. д. Если | независима от р, то Е (112) = Е (НН) Е (Р). 

Колмогоровский закон 0—1. Если А, (п> 1) — независимые 
подалгебры В, если В„ есть о-алгебра, порожденная алгеброй 
Ц А, и если ВЕ A Bn, TO P(B)=0 или 1. 

l>n 

Усиленный закон больших чисел. Если даны независимые 
неотрицательные В-измеримые функции |» (п> 1) с одним и тем же
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распределением, то 

Р{Ит пт > р =Е(Н)} =1. 
nt-oo khan 

Леммы Бореля — Кантелли. Пусть даны события В, ЕВ (п> 1); 

если УР(В)<-+ оо, то Р[ГП | ВИ=0; если >) P(B)=+o0 
1>1 п>1 [>21 1=1 

и события независимы, TO P[ () (0 В! =1. 
п>11>п 

Условные математические ожидания. Если даны под-о-алгебра А 
о-алгебры В и неотрицательная В-измеримая функция [, то условное 
математическое ожидание Е({|А) функции | относительно А 
определяется как класс таких А-измеримых функций 2, что ЕЁ (в, А) = 
=Е (А) (АЕА); две такие функции © отличаются только на мно- 
жестве меры нуль, принадлежащем А. Функция Е (Ё|А) есть про- 
изводная Радона — Никодима от функции множества @ (А) =Е (}, А) 
относительно сужения Р на А. Условное математическое ожидание 
Е(НА) (в применении к неотрицательным }) удовлетворяет следу- 
ющим условиям: 

Е(ПА) > 0, (1) 
E(1|A)=1, (2) 

E (fx +-fe| A) =£ (fs| A) + £ (fo A), (3) 

E(fnj|A)tE (FIA), БАР (4) 
E(E (f| As) | Ai) =£ (f] As), Az= Ad (5) 
E(E (f|A)) =£ (f); (6) 

кроме того, 

E(f|A)=£ (f), (7) 
если Ги А независимы, и 

Е (еЁ|А) =еЕ (ГА), (8) 
если функция е измерима относительно А. Здесь всюду Е ([|А) = 
=(>)[ понимается как сокращенное обозначение для утверждения, 
что для некоторого элемента [»› из класса Е([Ё]А) выполнено 

fo= (>) fi. 

Условные вероятности. Пусть дано множество ВЕВ; условное 
математическое ожидание ЕЁ (е| А) его характеристической функции е 
есть так называемая условная вероятность Р(В|А) множества В 
относительно А; правила обращения с ней ясны из предыдущего 
пункта. 

Гауссовские распределения. Класс измеримых функций | назы- 

вается гауссовским и центрированным, если при любом выборе
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х=(|,..., |) и у= (у, ..., Уд) Е Е° скалярное произведение у-х 
имеет гауссовское распределение со средним E (\-х) =0; т. е. 

е—<?/29 
b 

Pla<y-x<b}= \ aa (1) 

где д—квадратичная форма ( (\) = Е[(у-х)*] = > E (fifs) у: » причем 
1) 

если @=0, то интеграл интерпретируется как единичная масса 
в точке с=0. Предположим, что детерминант |@| отличен от нуля; 
тогда можно обратить преобразование Фурье ЁЕ (е\`*) (=е-9/2) 
и получить плотность распределения х: 

—1 е-9К=)/2 
— -d\ p—iy-xe—-Q/2 dy ——* p (x) = (20) \е e-8/2 dy One® Var’ 

Re 

(2) 

где @ 1 — обратная квадратичная форма. Относительно нормы ||{ ||, = 
= У Е(}?) функции | образуют гильбертово пространство; в этой 
геометрической интерпретации статистическая независимость означает 
перпендикулярность. 

2—120





I 

СТАНДАРТНОЕ БРОУНОВСКОЕ 
ДВИЖЕНИЕ 

1.1. Стандартное случайное блуждание 

Рассмотрим человека, блуждающего по целым числам в соот- 
ветствии со следующим правилом: он начинает в момент п=0 
в точке $(0)=0, +1, =2, ... и бросает правильную монету. 
Если выпадает герб, он шагает в момент л=1 в точку $(1)= 
—=$ (0) —1; если выпадает решетка, то в $(1) =$(0)--1. Прийдя 
таким образом в момент п—| в точку $ (п— 1), он бросает монету 
и если выпадает герб, то шагает в момент п в точку $ (п) = 
=$(п—1)—1, аесли решетка, то в $(п) =$(п—1)-+1; ит. д- 

Нам понадобятся несколько определений. 

И — пространство траекторий 

ш: п=0, 1,2,... —> 5$. =$ (п) =0, = 1, =2,...; (1) 

если нужно выделить траекторию и, то вместо $„==$(п) употреб- 
ляется обозначение $п (и) = $ (п, и). 

В — 0-алгебра, порожденная множествами 

{w: s(n)=1}, nod, 1=0,4+1,242,.... (2) 

Ру (В)— вероятность того, что траектория $(п):п>20 лежит 
в множестве ВЕВ, как функция от начальной точки траектории 

для всех остальных п.. 

$ (0) =1=0, 1, =2, ...; например, 

Ш А — (ПП -n . Ра {5 (п) =} =(„)2 | (3) 

где л+=л/2- (&—1/2, 

п! 

(al Toma MAO Tom ny [ 0 

D=[(W,B, P: 7=0, +1, £2, ...]—cmandapmuoe случайное 
блуждание. 

Если дано т>0, то 

P, {s(m+1)=1|s(n): n<m} = Pom {8 (1) = 1), 
[=0, 51, -2,... (4) 

0%
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т. е. если $(т) известно, то положение $(т--1) в следующий 
момент не зависит от прошлого $ (п): п< т; другими словами, 
О — марковский процесс. 

На самом деле О является даже строго марковским процессом, 
как будет сейчас объяснено. 

Определим В» = В {$ (п): п<т} как наименьшую под-о-алге- 
бру В, включающую все события {а<$(п) <} (n<m,a<b). 
Пусть м= м (и) =0, 1, 2, ...,- со — марковский момент, т. е. 

{m<m}E€Bn (т>0). (5) 

Пусть Вы есть б-алгебра таких событий ВЕ В, что В [| {< т} Е В» 
для любого т>20. Пусть ши — сдвинутая траектория $ (и) = 
= $1+т (№). Алгебру Ви нужно представлять себе как наблюдение 

прошлого s(n): n<m; HW утверждение состоит в том, что если 
< -- со, то при условии, что фиксировано настоящее $ (м), 
прошлое $ (п): п<м и будущее $ (п- м): п > 0 независимы, причем 
будущее является стандартным случайным блужданием, начи- 
нающимся в $ (м: 

Р. {+ Е В|Ви} =Ршу (В), ш<-- с, ВЕВ, (ба) 
т. е. 

Р.{А, ин ЕВ, < - оо} =Е.[АП {< + оз}, Р.ту (В), 

ACB, BEB. — (65) 

Другими словами, если т< - с, то блуждание начинается 
в момент п=т так, как если бы до этого ничего не было. 

Вот простое доказательство этого. 
Если дано т=0, 1, 2, ..., то константа т=т представляет 

собой марковский момент, Ви = Ви = В {$ (п): п<т}, и (ба) сов- 
падает с 

Р. {и Е В|$ (п): п<т} =Р;ую) (В), ВЕВ, (7) 

что становится очевидным, если несколько раз применить фор- 
мулу (4); это так называемое простое марковское свойство. 

Рассмотрим общий марковский момент м и событие АСВ. 
Характеристическая функция события А есть борелевская функ- 

ция е[5 (1), $ (2), ..., $ (м), $ (м), $ (м), ...] от (пм) (120), 
причем е[$ (1), ...]=е[5$ (1), $ (2), ..., $(т), $ (т), $ (т),...] на мно- 
жестве {т=т)}; а так как {т=т}ЕВ»„, то АП{ш=т}Е В». 
Поэтому для ВЕВ 

Р. {А, и. СВ, шо} = 

= XP. {Af {m=m}, w7,€ By =
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=> Е. [АП {м =т}, Р. (9% Е В|Вт}] = 

= 2 Е. [АП {m =m}, Ps(m) (В)] = 

=Е.[АП {м < + сэ}, Риш) (В)}, (8) 
что нам и было нужно. 

Рассмотрим пространственный сдвиг ш—>ш- 7: 

s(n, w+l)=s(n, w)+!/ (n> 0) 

и отражение ш— — и: 

$ (п, — и) = — $ (п, w) (n>0). 

Используя (3), легко доказать, что 

Ро{ш -- {ЕВ} = Ри (В), РР {—шЕ В} =Р-1 (В), BEB. (9) 
Задача 1. Рассмотреть функции Радемахера 

[—1(0<#<5), 

“| +1 (4<t<1); 

епч (1) = еи ((2"1)) (0<1<11п>1), 

где (2”г) — дробная часть от 2”ЁЬ и проверить, что относительно 
классической меры Лебега на [0, 1) 

| ’ n=0, 

$ (п) = 
} ее... ем, n>l, 

является стандартным случайным блужданием, начинающимся 
в точке 0. 

1.2. Моменты первого достижения 
для стандартного случайного блуждания 

Особенно важными марковскими моментами являются моменты 
первого достижения 

ша == ПИ {7: 5% =}, k=O, +1, +2,.... (1) 

Используя строго марковское свойство стандартного случайного 
блуждания, вычислим производящие функции 

E, (a) = >) a™P, {m, =m}, (2) 

lk=0, +1, +2..., O<a<l.
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Так как шь (и -- 1) = м» -: (&) и м (—&) = м» (&), то из (1.1.9) 
ясно, что 

Е [о] — Ey [ataw+)] = Ey [™a-1)}, 

Ey [a™—2()] — Ey [aa(—)] = Ey [ala], 

Ясно также, что для Е>0 имеем шь = ш-р мл (и), где 

м = ии 1); используя строго марковское свойство, получаем 

(3) 

+ 

Беата) == Eyfa mw) — 
= Eo [aM Ey (a 

= Eo (a™1) Ey (a™*) = 
= Ep (a) Eg (al) = 
= [Ey (a™1)}*. (4) 

Кроме Toro, m,=1-+m, (wt), и, таким образом, 

Ey (a) = Ey [at t+macut)) — 

= @Ey [Ey (o™*t) | By)] = 
= WE (Es, (a™"*)) = 

= > E_, (a™) +> Ex, (a) = 

ma(we) 
| Bi)! — 

=F о (Ач) + 5. Ес (а). (5) 
Полагая А=2 в (5) и используя (4), получаем 

у? — 2 у --1=0, у=Вь (а 4), O<a<l. (6) 

Решение уравнения (6) дает 

у = Бо (а) = 1 (1 =У1Т—а?), (7) 
где знак + исключается из-за того, что Бу (&"“) < 1. Pasnaras (7) 
в ряд Маклорена, имеем 

  

Esc) = 3) ao eth ree 9 
n> 

и, таким образом, 

Ро {ин = 2n} = 0, 

Py {my = 2n— 1) = 7—2) от, (9) 
ni (n—1)! 

n=1,2,3,.... 

ly) Для тех ш, для которых 50 < 0. — Прим. перев.
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Используя (3) и (4), получаем, что 

Е (alk) — уг. (10) 

Так как уф! при а}1, то 

Ру {ть < --со} = |. (11) 

Отсюда, учитывая тот факт, что блуждание 5»: п 20 начинается 
заново в момент первого достижения, легко видеть, что блужда- 
ние посещает точки 0, +1, +2, ... каждую бесконечное 
число раз. 

Задача | (по Чжун Кай-лаю и В. Феллеру [1]). Рассмотрим 
число 2 таких целых чисел R=1, 2, ..., 2п, что большее 
ИЗ $4-1 И $& положительно. Доказать, что 

У 2" Ео {a'2n, Sen = 0} = 2 — —_—_ —————— 9 О0< а, <= 1, 5 Ут-аяут-в р 
  

и вывести отсюда так называемый закон арксинуса: 

Ро {#5 = 28| $2. =0}=(п-- 1), k=O, 1, 2, ..., 2, n D1. 

[Пусть дано 0<@а< 1. Если еп = Е, (ап, 5. = 0}, а м— наи- 
меньшее целое п=2, 4, ..., такое, что $, =0, то для п? | 

Con = >) Eo {alen, m= 2k, Son = 0} = 

^<п 

= У) Бо {а, т= 2} Бо {а 21-2, 5-2 = 0} = 
^< п 

— У, > (1 + a") Po {mm = 2k} eon-on.- 

Таким образом, если О0< ВТ, ю“ 

[= 2 В"ез =1 + у 5 > (1 +02”) -B?"Po {m = 2n} f, 

и, используя формулу = 

2 a2"P, {m= 2n} =1—YV 1 —a?, 

получаем, что 

f= 2 

Vi-op?+ VI— pe 
  = 28-8 (1 —a?) (1 — a? — V1 — Be) .
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Коэффициент при 2" В?” в } есть Рь {15 = 2, 52. = 0}; таким обра- 
зом, при < п вероятность Ро {1 =2А, $2. =0} есть коэффициент 

при а2^В?”+?* в разложении —2 У 1— В2/(1 — а?) (поскольку разло- 
жение 2 У 1— а?8?/(1 — а?) состоит только из членов с а? В?”, 
Е > п. — Перев.); а так как этот коэффициент не зависит от R, 
то доказательство закончено.] 

Задача 2. Рассматривая последовательные моменты дости- 
жения 

ий = пл {7: $ =}; 

т? = пи {7: п > ИИ, %=4}; 
m= min{n: n>m?*, s,=k}; 

и используя формулу (10), найти выражение для производящей 

функции Ха”НР, {5, =#}. 
n 

[2 oP; {s,=k}= D) a"? Dl Pr{m™=n}=a Di E:(o™")= 
n>=0 п>0 т>1 т>1 

=« У Ека") [о (в) = аи -М 1 — Ее (о), 
т>1 

где шр— то же, что в решении задачи |. Теперь примените 
цепочку равенств 

—_—_ |1 a*[1 — Ep (a™)] = a7 (1 —ay) =a VI—@ = 5 (y?—y).] 

1.3. Хинчиновское доказательство предельной теоремы 
Муавра — Лапласа 

Наша следующая тема — остроумное доказательство предельной 
теоремы Муавра — Лапласа 

6 

$ (п) —_ бе <*/2 4 1 
и. {a< Vn <o}—= Van , (1) 

принадлежащее А. Я. Хинчину [1: 11—15] (см. другие доказа- 
тельства у В. Феллера [3: 184— 189], Г. Троттера [2] и в задаче 2 
ниже; бблыпую и лучшую предельную теорему см. в $ 1.10). 

Положим по определению 1) 

ин (в, а) = Вуз] | (п-а5ы), #>0, аЕ В+ (2) 

  

1) [nt], [ Vn а], [Vn Ь] означают целые части; с другими выражениями 
скобки [ ] имеют свое обычное значение.
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для [6С(Е) и п>!1. Так как и» (Ь а) =иш (т/п, ИУп) для 
= [Я и {=|Ила,|, то 

Un (¢-+— ’ a) = Ey [f (n-"2sm44)] = Ei [Es, [f (n-*/2Sn)]] = 

1—1 

5% (# Va aa) tee a(t Ta) 

=F ln (t, a— ==) +3 un (t, at ai) (3) 

и, вычитая и» (Ё, а) из левой и правой частей равенств (3). нахо- 
uM, 4TO 

пх | ин (++, а) — и» (& а) | = 

=5 (Ия) х [и (6, += )— Зил (2, ад-ни» (6 а= ==): (4а) 

  un (0, БР). (4ь Vi 

Идея Хинчина состоит в том, чтобы сравнить и» с решением 
—(b—a)2/2¢ 

u=u(t,a)= \ ———-f (6) db 5 = T= — f(b) (5) 
R! 

непрерывного аналога задачи (4) 

ди 1 д2и 
OF oat’ (ба) 
u(+0, -)=f, (6b) 

и вывести из этого, что 

n t +00 

Рассмотрим вслед за Хинчиным функцию и* =и-- п-\з. Заме- 
тим, что если [Е С*(В'), то имеют место оценки 

дЗи* дЗи е—®—в)3/21 af 

дз |“ | `да3 | — | ee ant 43 46 | <с: < + ©; (8a) 

02u° 1 04% 1 e— (b—a)?/a2t 

          

“Ot? 4 9424 4 
  4 1. > b Vani db4 —бС5 >— ©. (8 ) 

Выбрав п > (с1 - с2)8, проверим, что для т>.1 справедливы нера- 
венства 

Qn: un (=, чт) <“ (=, vi) ,
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( выполнено автоматически; предполагая, что выполнено Фм, 
и используя (4а), (ба) и (8), находим: 

и (71, г) ти, (м, it) + thn (4, 91) < 

(=, =) < 

1. oe (4, п) += 

    

  ^ 
NO
] 

—
 

<
 

—
 

з
|
3
 | Я 

+
 

<
=
 

= 

< 

    

  

+ 

1 Ou° m l —4/ —3/ 

неа, г), Ио 
в 

’ Ул ) + пс, — п п < 

  

  

e)tmmtectanniicu (MEL). @   

Другими словами, из @ш вытекает @т.4., что завершает доказа- 
тельство по индукции. 

Далее, 

и (Ё, а) <и" (^^, ==), ти, 1= [Ипа], (10) 

и, полагая п4-- со, получаем 

lim u,<u. (11) 
n t +00 

Доказательство неравенства lim up, >u оставляем читателю, 
n t +00 

так же как и вывод формулы (1) из того, что равенство (7) вы- 
полнено для [Е С*(В1). 

На основании соотношения (1) естественно предположить, что 
п-\/25 [пП (>20) приближается к некоторому случайному (броу- 
новскому) движению, для которого роль формулы (4a) играет 
уравнение (ба). Параграфы 1.4 и 1.5 посвящены конструкции 
броуновского движения, а в $ 1.10 изучается вопрос о сходи- 
мости случайного блуждания к этому движению. 

  

Задача 1. Проверить, что 

t 

lim Py {max n-*/2s;,9) >> a} = Я е-—а?/20 (10, 1, а>0 
nt Loo of O<t (no) > a} = 1/203 

  

(см. другое доказательство в задаче 1.10.1).
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[Так Kak min {9: n-"/?s(ng) > a} =n уд» ТО Очевидно, что 

Ро {тах п—"/25 (пел >> а} = Ро {ИИ у < 8} 
90 

далее, из (1.2.7) получите 

+ осо 

Хер {или узаа 644} = Во (е "Ч УжаН) = 
0 

— (ет У еза®т— 1) Упа] +1 > с- У20а mp n*t-+ oo, 

после чего используйте формулу 
+ со 

е- Viao — \ е- __@_ p--a2/2t gf} 
’ Ve 

(см. А. Эрдейи [1 (1) :245]).] 

Задача 2. Доказать предельную теорему Муавра — Лапласа, 
используя приближенную формулу Стирлинга: 

п! = Qn-nm+Vee—nt+O/12n, O— O= O(n) <1, n>. 

[Сначала оцените сверху и cHH3y Py{a<s(n)/Vn<b} aaa 
0О<а<<+ 0, а затем оцените «хвост» Ро {5 (п/п >68}, 
используя неравенство Чебышева.] 

1.4. Стандартное броуновское движение 

Рассмотрим просгранство У непрерывных функций и: #—> х: = 

—=х(ЁЬ из [0, {- со) в К!) и введем класс С подмножеств 

С= ль (В) =хнь...в (В), += (НЫ, Ь, ..., Ь), (1) 

О<В<Ь<... <ь, ВЕВ(В”)?), п>1 

пространства М, где х;’ — прообраз при отображении 

же: W—> (x1, (W), Хы (Ш), ..., Хы (№) Е К". (2) 

Класс С является алгеброй; действительно, 

= (К”), (3) 
W \ x¢? (B) = x42 (R”™ \ В) (4) 

1) Если нужно выделить траекторию и, то вместо ху =х (1) употребляется 
обозначение х; (и) =х (Ё, и). 

2) В(Ю") есть д-алгебра борелевских подмножеств пространства К”.
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x¢ (By) UJ x4" (Bo) = x1" (Bs U Ba), (5) 

т. е. хе В (Ю") —далгебра. Чтобы завершить доказательство, доста- 

точно заметить. что любые две такие алгебры х;*В (К”) содержатся 

в некоторой третьей. 
Рассмотрим далее гауссово ядро 

oe (b= a)2/2t 

g(t, a, b)= Vani , t>0, a, bE RI, (6) 

и функции множества 

Р.С =... Её, 0, в) ав (1, вн, 64) 46, ... 
В 

» O(tn—tn-1, On-1, On) dOn, (7) 

C=x;'(B), BEB(R"), nol. 

Функция Р+, представляет собой конечно-аддитивную вероятностную 

меру на х+*В (Ю"); в самом деле, так как из хр (В) =хрЕ (В) 
вытекает В, -= В», то определение Р; корректно; и поскольку 

из Е: (В) | м: (В) = © вытекает В; [| В» == ©, из (5) и (1) ясно, 

что Р; адлитивна. Наконец, так как 

т пы И 2/2p—b2/2 \'/? \ g(t, a, b)db =2 \ — Te db = (2 da \ doe a?/2p = 
— со 0 0 0 

2 we ie 1/2 = (= \ 40 er dr) =1, (8) 
0 0 

TO P,;(W) =1, что завершает доказательство. 

Mepa P; copnagaet c Pg Ha x3'B(R™)1), если 8<+. Действи- 

  

тельно, 
+00 

со 

e—(4—¢)2/2(t—s) em (c—b)2/28 — 

2 а, с) 5 ($, с, 6) 4«— \ ЕЕ рт ас = 

e— (b—a)2/2t 

Vie 8 b), t>s>0, a, OER, (9) 

1) т— число точек в 8.
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и беря, например, 

С — Xintetsta. tn (By) = Хы. . . М (В), 757 Е В (R*), В. Е В (R"™”), 

получаем 

Рышни. (в (С) = \ & (tay 0, 61) & (ta— tay 1, 2) X 
(61, 62, 63, 64а, ..., On)EB, 

Ха (13—1ь, 6, 63) 8 (&— В, 63, №)... 

g (tn — 1-6 n=-4) В») db, db, dbs db, . . аб — 

= \ Z (bi, 0, b,) db, g (t2—ty, by, be) dbs > 

(61, 62, bg, ..., Dn)EBo 

x | glts—ta, bes bs) dbag (ta— tay bay By) db - 
bseR? 

& (tn —tn-1y On-1, On) dbp = \ g (t,, 0, by) ddyg (tg —ty. 04, 02) dby X 
Be 

X g (tie, Do, b,) db, ee Z(tn—tn-1, 0 n-] . On) db, = 

= Prytoty.. tn (C) . (10) 

Положим по определению Р(С)=Р, (С) для СЕхЕВ(В”). 

Функция Р является конечно-аддитивной вероятностной мерой на С, 
и, как мы сейчас покажем, ее можно продолжить до вероят- 
ностной меры на о-алгебре В, порожденной алгеброй С. 

Для доказательства рассмотрим такие множества С,ЕС, что 
С: >С, =>... и Р(С,) > >01); нужно доказать, что Г С» 

n>1 

непусто. 
Пусть 

С. x7" (Br), (11) 

где т = (14, to, ec ey tny 2", 2-27", ee eg n-2".2-"); B,€B(R"”), 

т— число точек в 1, п>1. (Это предположение вполне законно.) 

1) cy, Cg HT. д. — положительные постоянные.
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Пользуясь оценкой 1) 

P{ max  |xs.—%s,| S027 
0<so—s)<27” 

$1, S2Et, 

—n/3 
< > Р {| х:: — ха | > C22 = 

0<5—51<2`П 

81, sottn 

Te 52/2 (sa—81) = У 2 < 0 ве (|2) 
И2л (52—81) C2 

O<sg—sy<2-" —cgQn 7/8 
$1, 33 т 

выбираем с› >>0 столь большим, что 

3 п n/3— "<. (13) 
п>1 

Выберем также такие компакты В» < В» < Вп, что 

Р (№4. (Вь \ Вп)) < с13" (14) 
и 

xq (Bn) (\{w: max |хы- ха |< 022 ""у=хр (Ва), (15) 
032—812” 

81, 2, 

и заметим, что 

Р(П м», (Bm)) > P (Cn) — >) P (x42, (Bm \ В»))— 
MEN 

- , п С 

— >) P (qt (Ba\ Bn) > =->0. (16) 
т<п 

Поэтому множество [| х;* (Вт) ни при каком п не может быть 
т<п 

пустым, и, так как Bh были взяты компактными, мы можем 

выбрать такую точку (х (5) : 5 ЕЙЕЮ”, += Ц ы, что 

(х (5): С В)Е В» п>1. (17) 
Но тогда 

|х (52) —х (51) |< 222", 0<$2—$<2", Si, SoEtn, nol, (18) 

+ +00 
6 t 

1) \ е— 92/2! db <— \ eH /at — db = — e121. см. более тонкую 

а а 

оценку в задаче 1.4.1.
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откуда следует, что функция х ($) равномерно непрерывна на каж- 
дом ограниченном подмножестве из +. Действительно, если 

$4, $ Еф, 0—< $2—$ < 2-", 0<$<$2.< т, (19) 

TO 

| (52) — (51) | < 232”, сз=4е, Х 27". (20) 
п> 

Для доказательства этого выберем п таким, чтобы $1, $2 Е м, 
и рассмотрим такие $, =2:2”" и $,=А.2"", что 

$9 << 5.55, Я < 2”, 59—52”. (21) 

Используя (18) и конечные разложения 

= 909—222 ..., т 

5 = 214-291 -- 2—92--..., тк 

получаем оценку 

|х (82) —х (51) [< [х (8) —х (5) |1+1х (8) —х (8%) [+ [х (6) —х (8%) |< 
< с. 2+3 4 9 У сот! 1,0%! — pg /3 (23) 

< р: < р2—<...; l 
(22) 

1< 41 < 42<..., 

Теперь мы можем продолжить х ($) ($©#) до непрерывной функции 
на [0, |0); а так как эта функция— элемент множества 

п, Xx (В) = 0 , С’, то доказательство завершено '). Меру Р теперь 
п> п> 

можно продолжить до вероятностной меры на о-алгебре В, поро- 
жденной алгеброй С; обозначим это продолжение также через Р. 
Тройка [У, В, Р] называется стандартным броуновским движе- 
нием, начинающимся в 0. Р есть так называемая винеровская 
мера. 

Если а Ю'\ то же самое доказательство показывает возмож- 
ность продолжения на В функции множества 

Рь (С) = \ в (в, а, в) ав (в, в, 62) 4»... 

° wee O(tn—tn-1, On-1, On) dbp, (24) 

C=x;'(B), BEB(R"), nol. 

Tak kak g(t, a, b)=g(t, 0, |b—a]|), To 

P.(B)=Py){w+aceB}, Pa{—we€B}=P_.(B), BEB, (25) 

1) Приведенное доказательство является соединением доказательства тео- 
ремы Колмогорова о существовании вероятностного процесса с заданными 
конечномерными распределениями и колмогоровского критерия непрерывности 
траекторий процесса. — Прим. перев
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где ш-- а— сдвинутая траектория х (Ё, + а) =х (а а —иш— 
отраженная траектория х(, — и) = —х(Р. 

Так как 

Pa {x (0) =a} = Py {x (0) =O} = lim lim Po {|x (4) |< n= 
пт -< 10 

n-1t—1/2 

lim lim2 \ И 4-1, (26) = lim lium — = 1, 
nt oo t40 } V 20 

то Ра(В) следует представлять себе как вероятность того, что 
произойдет событие В для броуновской траектории, начинаю- 
щейся в точке аЕКЮ!. 

О —=[, В, Ра: а КЧ —стандартное броуновское движение; 
это набор индивидуальных случайных процессов, по одному для 
каждой точки а Ю\, которые связаны вместе некоторым образом, 
как мы сейчас объясним. 

Из (24) ясно, что 

Pa {x (t)€db| x (ty), х(Ь), ..., х(Ь)} = Рхил {Хх (1—Ь) 646} = 

=—g(t—tn, x(tr), b)db, tthe... >te>ty, n> 1, a, OER (27) 
или, что то же, 

Pa {x (t2) € db | Bi,} = Pe {x (t2—t,) € db}, c=x (ty), >, а, БЕК}, 

(28) 

где В, =В {х ($): $<Н}— наименьшая под-о-алгебра В, содержа- 
щая все события {ш: а<х($)<6} ($<Н). Это так называемое 
простое марковское свойство. 

Формула (28) показывает, как связаны друг с другом индиви- 
дуальные броуновские движения; она утверждает, что броуновская 
частица начинает движение заново в момент &. Более точно, 
она утверждает, что при условии фиксированного настоящего 
р=х(Н) будущее x(t+t,) (t>0) есть броуновское движение, 
начинающееся в точке 6, независимое от прошлого х(Ё) (< НЫ); 
прилагательное «марковский» описывает именно это свойство 
начинаться заново. 

Рассмотрим оператор @и = и"/2, определенный на Д (6) = С? (К). 
Для данной функции [ЕС (КЮ) единственным (ограниченным) 

решением задачи 

ди 
5; = @и, [> 0, 

(29) 
и(-Н0, .) = р,
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является 
e- —(b— 
= у db +), (30) u=u(t, a)=Ealf | ae 

В! 

оо 

а его преобразование Лапласа и = \ е-Чц 4Ё (а >0)— это един- 

0 

ственное (ограниченное) решение 

^ ^ > (° 7. —V 2a a|b— a| 

u=u(a, a)=Ea| \ e-24F (x4) dt | = | Se 1453 
0 Rl 

уравнения 

(a—6)u=f. (32) 
Ha операторном языке можно сказать так: если еб —=и (Е, .) 

({>0) u Gaf=u (a>0), то е® отображает С (В?) в С” (ЮВ\, 
-+Ноо 

(9/01 —@) е!® —=0, а С. = \ е-е!© (4 отображает С (КЮ?) взаимно 

0 
однозначно на С? (Ю!), причем Со! =а— 6G. 

Говорят, что оператор ® порождает броуновское движение. 
С есть так называемый оператор Грина броуновского движения; 
см. применения в $ 2.4. 

Задача |1 (по Комацу [1]). Проверить, что при а> 0 
со 

2 [Иа 4 + а|* < ев? \ e-¥8/2 db <2 [Yak +2 +a]”. 

[Обозначая через &- нижнюю оценку, через &+ верхнюю и через 
5 видоизмененный интеграл ошибок в средней части, простым вычи- 
слением получаем 5’ > ав-— 1, £ =а9—1, g,<ags—1; nostomy 
(g—g-) <а (8—8), (в+—в)’<а(в+—в); откуда, пользуясь тем, 
uTO g-, g, в. <а\ получаем, что g—g_, Y+— в не могут стать 
отрицательными.] 

Задача 2. Ру lim tx ( )=o} =I, 
t 10 

Задача 3 (по П. Леви [3: 246]). Рассмотрим стандартное 
броуновское движение, начинающееся в 0; задача состоит в том, 

1) См. И. Петровский [2: 344 —348]. 
— оо 

2) г а — \ ~at @ O79)%/at 
V 2a Vant 

4Ё; см. А. Эрдейи [1 (1): 146 (27)]. 

3—1209
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чтобы доказать, что 

a(t) = tx(+), t>0, 

b(t) =cx(4), t>0(c>0), 

— также броуновские движения, начинающиеся в 0. 

| Оба эти процесса —гауссовские со средним 0, и 

Eo [x (s) x (f)] =Eo | sx (—) tx() ] =F | ox (=) сх (>) ] =s/\t. | 

Задача 4. Броуновское движение представляет собой про- 
цесс с независимыми приращениями; т. е. независимы его прира- 
щения х[а;, 6;) =х(6;)—х(а;) (1< п) на непересекающихся интер- 
валах [а;, 6;) (1<п) полупрямой [0, - 00). 

Задача 5. Пусть} =со ах сю-...- сих"; проверить, что 

. т п и (Е, а) =е®} = a (р (а) 

является решением задачи 

ar = Su, u(+0, -)=f, 

и вывести отсюда для стандартного броуновского движения формулу 

Eo (x2") =1-3-... -(Q2n—1)t", nol. 

Задача 6. Дать прямое доказательство того, что функция (31) 
является ограниченным решением уравнения (32), и использовать 
это для вывода формулы 

г- V2a|b—a| -Т _ g—(b—a)2/2t a4 

Va 3 Vint’ 
приведенной в сноске 2 на стр 33. 

Задача 7. Дать доказательство того, что почти все броунов- 
ские траектории нигде не дифференцируемы. Это открыли Р. Пэли, 
Н. Винер и А. Зигмунд [1]; доказательство, предлагаемое ниже, 
принадлежит А. Дворецкому, П. Эрдёшу и С. Какутани [3].
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[| Если броуновская траектория дифференцируема в какой-то 

точке 0<%$<1, то 

|x(t)—x(8)|<l(@—s), s<t<s+2, n>m, 

для некоторого [>1 и некоторого т>1. Но это событие есть 
часть события 

WY, ae „0 я анна И {в E (=) —* (= = )|\<+ he 

Pol sw sascalhes {= oe =) [<p “}]< 

сео 
=(n+2)( | i Se 40 (nto) «| 

lEl<7s Vn 

  

a 

  

  

  

1.5. Конструкция П. Леви 

П. Леви [3: 15—20] дал другое построение стандартного броу- 
новского движения; использование функций Хаара в последующем 
изложении заимствовано у 3. Тесельского [1]. 

Введем гильбертово пространство [.2[0, 1] с ортогональным 
базисом, определяемым функциями Хаара: 

fo(t)=1, 0<t<]; (1a) 
2-12, (kR—-1)2"%<t<k2"; 

han) =| + (n—1)/2 eo п (1b) 
—2 , RA” <t< (k+1)/2"; 

К — нечетное, R< 2”, nol. 

Если дана стандартная броуновская траектория x(t) (f<1) 
с формальной производной х’ (белый шум), то формальные коэф- 
фициенты Фурье 

1 

= | fox dt=x(1), (2a) 
0 

1 

Epo” = \ fponnX” dt = 

0 

= 271" 12x (RI) — x ((R-1) 2) —x ((R+1)27)] (25) 
(Е — нечетное, < 2”, п> 1) ae
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должны быть гауссовскими: 

РЕ <= а db, (3) 

ортогональными: 

1 

Е (Е ,›-п8 ;э-т) = Грот, о-т = 0 (К2” == 27"), (4) 

а следовательно, независимыми (см. предварительные сведения); 
и проинтегрированное разложение Фурье 

с ро &+У У, Вых \ [,2-п 45 (5) 

П=1 нечет. &<2" 0 

должно сходиться K x(t) (1<1). Идея состоит в том, чтобы 
использовать (5) для определения броуновского движения. 

Рассмотрим для этого алгебру В [0, 1] борелевских подмножеств 
отрезка [0, 1], которым приписывается классическая мера Лебега Р. 
Пусть 0О<и<1| имеет следующее двоичное разложение: 

и= 2 -- 2. -- 2Зи. +... = О, щириз ... 

а 

Пусть #— функция, обратная к \ е—53/2 ЧГУ 2л. Положим 
—co 

U, = 0, UyUglgly ...3 

Uo =O0,Uglsllg ...3 

Ug = 0,Uglly ...9 

= О,иь ...; 

и рассмотрим случайные величины 

Zo=h (v1); 
81), =h (v2); 

g1;,=h (03), g3,,=h (u); 

1 = (95), 83), = h (ve), 25/3 =h (v2), В1/в = (98); 

Заметим, что различные величины © независимы и имеют одно 
и то же распределение (3).
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Рассмотрим теперь сумму 
t 

em = 80 | fods + У, У, Вь2-п \ fonds. (6) 
0 n<™ нечет. &<2" 

„Легко видеть, что 
t 

max У, \ [,2-п 4$ = о-®+/, (7) 
0 1—1 п 

нечет. 42 

  

поэтому !) 

\| €n — en-s Il S27 max |Zro-n | (8) 
Heyer. kh<2” 

так что 

Р { V2 9-1 поп | < 9" т —b2/2 db 9-п-1 
l| en — en-1 || > . П |< \ е Vax Уаз. 

2Упш2 
  

(9) 
Используя первую лемму Бореля — Кантелли и оценку 

> Ver" <> У2. 2" 2”, 
т>п 

немедленно получаем, что е„ сходится при n}-+ со к непрерывной 
функции е» и что 

Ре — [<-> У2.2" ша”, п1+ о} =1. — (10) 

Так как случайные функции е„ были гауссовскими, гауссовской 
будет и ее»; так как E(e,) равнялось 0, то же будет и для 
Е (е»); и чтобы доказать, что [е»: 0<<1, В, Р] — броуновское 
движение, достаточно проверить, что 

Е [ео (5) ео (#)] = Ев х ($) х (#)], (11) 

fo | fo+ у № fyomn fro-rn = SAE. (12) 
0 0 n=1 neger. R<2” 

Но это очевидно в силу формулы Парсеваля. 

Задача 1 (no II. Леви [3 : 19]). Используя леммы Бореля— 

1) NH Fl] = max | f (2) |.
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Кантелли, найти нижнюю грань значений с, для которых 

|2. — 21-1 |<с И 2" 12” при п-> + о. 

[c=1.] 

Задача 2. Используя результат задачи 1, проверить, что 

Pf Tim Soe > > tal 
СЕНЕ И вы 

(более подробно об этом см. 6 1.9). 

E [Goo (m2-") — €oo ((m— 1) 2-")] + 

+1 (ее (т2-") — в ((т-+ 1) 2") =, (т2-") —еъ-1 (т2-") 
для т=1, 3, ‚ 2" —1; поэтому 

тах lew (m2-") — xo ((m— 1) 2-")] > || en —en-1 |]. 
m<2” 

Далее используйте ответ задачи 1. | 

Задача 3. Винеровская конструкция стандартного броу- 
новского движения; см. Р. Пэли и Н. Винер [1: 215—229]. Пусть 
5, П>0, независимы и имеют гауссовское распределение: 

  

  
  

Р{а < <a)= | == 0-8/2 db, 

Тогда ряд 

271 
2 nat Q=Teaty D p22 

п21 pol 

сходится равномерно на отрезке 0<Ё<л с вероятностью 1 и его 
сумма является стандартным броуновским движением. 

| Положим 

—1 

Sma (t) = > So gas та = тах | бил (0 [5 

n—-m—i n-l—1 
n—l eikt "—1 9 Ej j+l 

"ра | < et? | Хмм! 
j=m 
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n—1 n—m—1 n—-l—1 
1 878) |2\\И (E (tn)? <E (tn) << Уж +2 Х (Е(| 2 | < 

n—1 n—m—1 n—Il—1 

< н+2 Х (1 мя) = 
1=1 j=m 3

M
 

  

  

1/2 г)”; 742 (n—m) (3 
E (tm, эт) < V3 mie 

Е |2 fon, "|< — <2 В (Fyn, 2”) < ©; 

РГ вл, п < +00) =I, 

и поэтому наш ряд сходится равномерно с вероятностью |, так 
что почти все траектории х(Р) (Ё<л) непрерывны. Теперь доста- 
точно проверить, что 

E [x (t) x (s)]== + = yy Sens = ne st. 

т = 

1.6. Строго марковское свойство 

Рассмотрим стандартное броуновское движение D; пусть и; — 
сдвинутая траектория х, (3) = Хин (и) (> 0), и, как и раньше, 
пусть В. будет о-алгеброй, порожденной событиями {ш: а<х(<5} 

(1< 5). 
Процесс О является марковским в следующем смысле: 

Р. {Е В|В.} =Рь(В). b=x(s), BEB (1) 
[см. формулу (1.4.28)]. Иначе говоря, частица, совершающая 
броуновское движение, начинает движение заново в каждый 
момент t=s>0. 

Энтузиасты изучения броуновского движения хорошо знакомы 
с тем, что частица, совермающая броуновское движение, начи- 
нает движение заново также в некоторые случайные моменты, 
такие, как время первого достижения ии = пит {Е х (1) = 1}*). 

Дж. Хант [1] дал исчерпывающую формулировку этого свойства 
броуновского движения. 

Рассмотрим марковский момент O0<m=m(w)(< +00), T. e. 
пусть ?) 

{< ЦЕВ, Е>20; (2) 

1) min {t: x (t#)=1}= +c, если траектория никогда не достигает 1. 

2) {ш< В — сокращенное обозначение для {и: шх В.
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и определим Ви.о как класс таких множеств ВСВ, что 

ВП{т< ЦЕВ. 120. (3) 

Класс Ви. является о-алгеброй, и {т<  }СВи-.о для любого 
1 > 0; кроме того, 

Вино = ПВ (ЕЛ (в +2): 2 > 0}, (4) 

как мы увидим ниже. Ви, следует представлять себе как наблю- 

дение броуновской траектории вплоть до момента ёЕ=т- 0. 
Утверждение Ханта состоит в том, что при условии, что 

фиксировано положение частицы В =х(т) в настоящее время, 
будущая траектория х(1-- м) (120) является стандартным 
броуновским движением, начинающимся в В, и это броуновское 
движение независимо от Вто. На языке условных вероятностей 

P, {w*, € B| Bm4o} = Po(B), m<+oo, b=x(m), BEB; (5а) 

т.е 

Р. (А, и ЕВ, ш< + оо} = Е. [АП {т< + оо}, Ри) (В), (5b) 
АЕВи-, ВЕВ. 

Другими словами, если м— марковский момент и т (и) < - оо, 
то частица, совершающая броуновское движение, начинает его 
заново в момент Ё= т (и). 

Прежде чем доказывать (5), стоит изучить марковские моменты 
и и алгебры Вщ-о немного подробнее. 

Если дано #&>0, то м = [есть марковский момент, как явствует 
из (2), и Вии == В: = 1) Bs. В самом деле, если ВЕВиши $ > 

$ >t 
то В=ВП{ш< $} ЕВ;; а если BE 0, В», то 

8 

B, s>t; 

Bi {m<s} = O, S<t 

H BEBrso- 
Пусть даны марковские моменты пи < 112; тогда если В ЕВи, +0, 

то ВП {< В =В[ {и < 8} П {= < Ц ЕВ; для любого Ё >> 0, т. е. 

Пусть даны марковские моменты т и ии 2, >...|и; тогда 
если ВЕП Ви, +, то ВП {< = у, ВИ {п < В ЕВ; для любого 

п>1 п> 

#>0; т.е. в силу (6) 

oll, Bin, +0 = Brito. (7)
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Что касается доказательства соотношения (4), то если ш—мар- 
ковский момент, 1/\Ё измеримо относительно В: для любого Ё> 0, 
как это ясно из (2). Отсюда, используя тот факт, что x(t/\s, w) 
есть (В[0, {- со) х В, --измеримая функция пары ($, ш)!), получаем, 
что функция х(щ/ЛЕ/5$) измерима относительно В; при любом 
$>0. Но тогда при #>0 

{w: x (m/s) < Oo} {m<t} = {w: x(mAtAs) <6} {m< A} cB, 
т. е. {w: x(m/\s)\<OJ}EByso для любого $20. Используя (7) 

и тот факт, что м--= для любого в >0 есть марковский момент, 
находим, что [| В {х (Ё/\ (ш--г)): #20} является частью множества 

e>0 

0 Bom+e+o = Bm4to Kak HW yTBepxkfajocb B (4). 
=> 

Перейдем к доказательству формул (5). Достаточно показать, 
что для любой В-измеримой функции е (0<е< 1) 

Е. {В, е (и), т< -- со} =Е. {В, Ежи) (е), т< - оо}, ВЕВшчо. (8) 

Поскольку простые функции 

е (и) =f [x (21), x (22), д (fn); (9) 

О<н<Ь<... ЗВ, 0«Ё<Ь, FEC(R’), 
порождают весь класс В-измеримых функций, достаточно доказать 
равенство (8) только для них. 

Если функция е имеет вид (9), то 

Ите (3) =е (ит), t>O0, (10) 
3 

И 

Ex (€)= | в бьа, В) Е (В, 6 b2) «++ B (tn—tnets On-ts bn) X 
В" 

х Е (В, 6», ..., 6.) а ав»... db, EC(R). (11) 
Отсюда, в этом частном случае, полагая им =" ([2"м] + 1) 
(п> 1), имеем: 

Е. {В, е(ш), ш< - оо} = 

= lim E, {B, e(wy,), m<+ co} = 
nt 4-00 

=lim >) E, [BQ {m,=k2-"}, e(wt,-n)] = 
nt+oo k>1 

1) Для доказательства этого факта используется COOTHOWeHHe x (t)= 
= lim x(2-" (2"#)). 

nt--oo
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= Ши >» Е. [ВП {(#— 1) 2 <м< Е2"}, e(wt,-n)] = 
п #21 

= li —_ "< mil ’ — 1) — Jim 2 Е. [ВП {(#—1) 2" < п #2}, Еды (е)] 1) 

— lim Е. {В, Ежи») (г), шо} = 

=. {В, Ежи) (2), < - оо}, (12) 
что нам и было нужно. 

Задача 1. Привести пример марковского момента, для кото- 
рого 

{< ПЦ ЕВЬь t>0. 

Привести также пример марковского момента, для которого это 
неверно. 

[ин = п {Е х(=1}; mio =inf {¢: x (t) > 0}.] 

Задача 2. Блюменталевский закон 0—1 (см. Р. Блюмен- 
таль [1]). Алгебра В.о тривиальна, т. е. 

Р.(В)=0 или 1, BEBio. 

[Р. (В) =Е. (В, Р. (В |В.о)) =Е. (В, Ро, (В)) =Г[Р. (В)]?.] 

1.7. Моменты первого достижения для стандартного 
броуновского движения 

Наиболее важными марковскими моментами являются моменты 
первого достижения 

Па = 1111 {8 х=а} a€R’. (1) 

П. Леви [3: 221—223] показал, что [т: а>0, Рь| —односто- 

ронний устойчивый процесс с показателем 1|. и скоростью YV 2, 
т. е. что это однородный процесс с независимыми приращениями 
с распределением 

  

t 

г Ба 
Ро {пь-— ta < t} = Po {19-0 <1} 2%  p—(b-0)2/28 15$, (2) 

И2л5з 

b>a, t>0 

(см. замечание 1). 
Начнем с доказательства формулы (2). Если а>0 и |—харак- 

теристическая функция луча [а, + со), то, используя (1.6.55) 

1) ВП {(Е—1) 21 <ш< Е2ЩЕ В, ›-п; Далее используется формула (1).
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и тот факт, что е—°\ =-0 при т = -- со, получаем (здесь т = п): 

4-00 о 
\ e-%Py {x2 > a} dt = Eo ( e~ tf (x2) dt) =Bo(\ eo (x) dt) = 
0 т 

{оо 

= Ey[ e~*™E, (| e-f Ix, wi) dtBayo) |= 
0 
(т 

== Eg (e~*™2) Ea ( | e-#"f (x:) dt) 
0 

оо 

= Ey (e~*™a) \ е-“ Ра {х; > а} = 
0 

оо 

= (2c) 1E, (e~%Ma) = (2a)2 \ e- Py {ttta € dt} = 
0 

+00 

=z | e-%tPy {tta<t}dt. (3) 
0 

Это доказывает знаменитый принцип отражения Д. Андрэ 

—b2/2t 

V 2nt 

Соотношение (2) теперь немедленно следует из формулы 

  

+00 

Pofttta <t} = 2Py {xi >a}=2 | + db, t,a>0. (4) 
a 

+ 4208 f 
2 | Va 4- Tea 

одновременно получаем, что Ра {ть < - cco} = 1. 
Из (4), используя сноску 2 на стр. 33, получаем 

    e-27/28ds К а>0; 

Ey (e7%Ma) — 9 ры и eet db о (е ) = a е V2nt — 

= 2a 

  

1 о но В . ) ш измеримо относитель 0
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Более непосредственно формулу (5) можно получить так: из (2) 

и первого интеграла в (5) ясно, что g = ЕР, (е`“Та) есть решение 
задачи 

8" = dag, 8 (0) = 1, & (- со) =0, (6) 

которое легко найти. 
Чтобы завершить доказательство того, что м (a > 0) —односто- 

ронний устойчивый процесс, теперь достаточно проверить незави- 
симость приращений. Пусть даны 0<а<6; при ш=ша< + < 

m, = min {t: x(t?) =b} =m-+min {t: x(¢+m)=)}})= 

=m-+min{t: x(t, w)=db}=m+m(w,). (4) 

Otcioga, ucnomb3sya (1.6.5b) u to, uto e~°"=0 npn m= +00, 
получаем 

—aomy (wt) 
m | Bin+0)] — 

—GQomy, (we) 

= Ep (e- Ma) Eq (e-20) = Ey (e-™Ma) Ey [e |= 
= Ey (e~ Ma) Ey [e~22M-Ma)}, (8) 

Аналогичная выкладка показывает, что при ол, @», ..., а, >0 
и <а<а.<... < а 

—1Mq — 2 (Ма —Ша ) —&, (ite —Та _ ) 

Ey [e 10 rr О] = 

пап ап) 
]... Egfe 

— 02 (Ма›—Та4) 
], (9) — Ey ley Ео[е 

что завершает доказательство. 
Что касается фактических траекторий ша (а >. 0), то из равенств. 

+00 

—а \ (1—е-9) —@1 

Е (ета) — е- Уз —е 0 т 20, (10) 
ясно, что 

{оо 

tite = \ lp ({0, a) x dl), (11) 
0 

где 

ф (4ах 4/1) —число скачков величины 164, которые ть (6 >20) 
испытывает при 6 Е ад, (12 

1) Для тех и, для которых х (0) < а. —Прим. перев.
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dl 
есть пуассоновская мера со средним da x aie 3 (см. замечание 1). 

JU 

В частности, отсюда вытекает, что иь является суммой положи- 
тельных скачков. Заметим, что в (11) стоит [0, а) вместо [0, а] 
в замечании [; это потому, что функция по непрерывна слева. 

Функция максимумов Г (Г) =тахх ($) (Ё>0) есть обратная 
33 

функция для процесса щ моментов первого достижения; она непре- 
рывна и напоминает по своему виду стандартную канторову 
функцию (см. об этом еще в $ 2.2 и в задаче 5). 

Задача |1 (по П. Леви [3: 211]). Вывести совместное рас- 
пределение 

Po{x:€ da, max x,€ db} = 
s<t 

= (==) (26 —а) е-бь-ели da db, t>0, 0<b, b>a. 
8 

[Если 62а, то 

оо “boo - 
e-% dt Po {xi <a, max x, >) = Eo | \ ем} (х;) dt | = 

0 ss itty 

— 0O 

dc, 

где / — характеристическая функция луча (— со, а]; таким образом, 
+00 

e-“ dtPy {x;€ da, max x, € db} =2е- V2a(2b—a) da db, 
0 83 

Далее используйте формулы (2) и (6).] 

Задача 2. Используя результат задачи 1.4.3, дать новый 
вывод закона распределения (5) момента первого достижения. 

[Пусть с >0; тогда пит {#: сх (с?) =6} == сЯтье и мь имеют 
одинаковое распределение, откуда, используя независимость прира- 

щений мь (6 > 0), выводим, что Ех (е`°5) —экспонента е-28 ©), где 

@ (с?) /с = в (@&) (с>0); т. е. в(а=е(Уа (а>0). Теперь 
вычислите константу & (1).] 

Задача 3. Проверить закон арксинуса П. Леви [3: 216], 
состоящий в том, что для наибольшего корня $-< Е уравнения 
х ($) =0 имеет место равенство 

s/t — 

dl = arcsin =, t>s>0; 
1 t 

l 
Ро {3-< $} =— —_—_—__ 

т Vidi)
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вычислить также распределение наименьшего корня $+ > Ё уравне- 
ния х (5) =0 при условии, что фиксировано $-: 

[Ро {#-< $} = Ро {и (3) >1— 3} = 
+ о 

= \ Py {x (s) € da} Ра {шо>— $} = 
= 0o 

  

о _ + со s/t 

=2 \ И da \ “_ ее. 
п У V 2018 ло Vii—b 

Аналогичная выкладка показывает, что Po {34€db|4-=a}= 
=Y (t—a)/(b—a)* db/2, b>t.] 

—s 

  

  

  

  

        

|! 
пап) < (+n) Задача 4. Используя формулу 

1 +ico 

| А (2ni)-2 \ et%e-V2adq обратного пре- 
=> > ^^ __ 1 —ico 

= = WY | © = образования Лапласа, проверить, что 
+00 

/ | — —1/2t 
е- У2а — e—at e / 

> 5 VY 2nt8 

Сп,-п) ({-n) — 
Puc. l. | Рассмотрим peTBb V a=V |a| e#9/2 (a= 

—=|<| е). Если Г— замкнутая кривая, 

изображенная на рис. 1, To (2лГ)" \ ette— V20 dg —0, oTkyza, 

Г 
полагая п1-- со, получаем 

1-+-ioo 

(2i)7} ette— V2a dg — 
1 —ivo 

0 — со 

= (Qniy? | ее да - (2) | eat ¥ 21a das = 
—oo 0 

+00 оо 
— оо —_ —1/2t 

= ее зп Иа да — У? \ e-* cos V2 a da = ——— .| 
д ) л ’ V 2013 

Задача 5. Множество 3 корней уравнения х (г) =0 является 
топологическим канторовым множеством (замкнутым, несчетным, 
топологической размерности 0, не имеющим изолированных точек) 1); 
его мера Лебега равна 0. 

  

1) См. Александров и Хопф [1: 45].
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[3 замкнуто, потому что броуновская траектория непрерывна; 
имеет лебегову меру 0, так как 

{о 

Бо [тез (8)] = \ АЁРь {х (Г) =0} =0, 
0 

и имеет топологическую размерность 0 по той же причине. 
Поскольку #-- ть (и?) 61 как функция от ЁЬ из равенства 

И Во [ео — |1 Во [е- У — 1 
#10 #10 

BbITeKaeT, UTO Po {lim (¢ + mp (wt)) =0} = 1; a Tak Kak f+ mp (w7) EB, 
#40 

если эта величина конечна, то множество 8 бесконечно. Положим 
ши и (ий). Если Ь >В, то 

Ро {х ($) имеет ровно один корень между В и Ё} < 

<Po{m< bo, lim (E+ Mo (We4.7)) > 0} < Po {lim ito (We) > 0} =0, 
& & 

т. е. 3 не имеет изолированных точек. Отсюда вытекает, что 8 
несчетно, и доказательство завершено.] 

Задача 6. Доказать, что при а < 6 

  

  

  

  

—aimp — sh //2a (§—a) 

By {e00, My < Ma} = V20(b—a) ’ 

—ama __ sh V 20 (6—&) . 
E: {e ’ Па < mth} = sh 1/50: (6 — a) ’ 

— b— 
РЕ {ть < и} =, Р; {та < my} = =— ; 

—am,Amp — ch V2ad 

Ex le св И2а (6 —а)/2 ' 
И 

Atta Amp] — Cos V2a d _ 

Ex le cos V/2a(b—a)/2 ’ = 2(6—а)? ' 

где 4— расстояние между & и серединой отрезка [а, 6]. 
Шусть а<&<6; если = /\ мь, то 

e- V20(§-a) — Е; [е- Иа] — 

= Ey {Е “т, tite << 1%} + Ey {e~om, < Ша} е- V 2a(b—a) 

И 

= Ey {e~™, ma < ть} е- "У296-а) -|- Е, {27° ", щь < та};
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далее разрешите эту систему относительно E; {e~°™, и. < ть} 
u Ex {e~*™, my < та}.] 

Задача 7. Доказать, что 

Реж 4Ь, >В = — [e-0-00/2t_ e-(0+0)9/24) db, а6>0. 
V 2xt 

[Используйте задачу 1.] 

  

Задача 8. Показать, что для стандартного броуновского дви- 
жения 

Pa {x (t)€ db, t< my /\m,} — 2, (— I" alt a, bn) db, 

t>0, 0<a,bd<l, 

где с(Г, а, 6) обычное гауссово agpo, a ben»=b+2n, бп, = 
= —b+2n. 

[Пусть В— борелевское подмножество отрезка [0, | и В, = 
—={6»: 66 В}; тогда если О<а<1, m=m)/\m, TO 

Pa{x(t)€B, t<m} = >) (—1)" Pa {x(t)€ Br, < м} = 

== >} (—1)" Pa {x (4) € Ban} — 3} (— 1)” Pa {x (1) € Bn, E> m}. 

Теперь, используя симметрию броуновского движения, покажите, 
что 

У, (—1)" Pa {x (t) € Bas > m} = 

Ра {по < пи, Е ds} >, (—1)" Po {x (¢—s} € Bn} + 
т] >0 

+ \ Ра {ии < то, шие 4$} У (—1)" Р, {х (1-9 Е В„}=0. 
[п!>0 o

O
"
 
t
e
 
C
O
C
"
 

Вероятность Ра {х (К 646, t<m} может быть также представлена 
в виде 2’ (р, а, 6) 46, где 2°’(Т, а, 6) — фундаментальное решение 

2 У еп? п пла зт иль 
n=1 

задачи 

ди 1 d2 

9 Su, б=у ды, 
и (Е, 0) =и (Е 1—0) =0
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(см. $ 4.11), и его можно преобразовать к виду У! (—1)" = (Ба, в») 
|n|20 

с помощью однэго из тождеств Якоби для тета-функции.] 

Замечание 1. Однородные процессы с независимыми прираще- 
ниями с возрастающими траекториями. Случайный процесс р (1) 
(Е> 0, р (0) =0) называется процессом с независимыми прираще- 
ниями, если приращения р[Ё, 15) =р (№5) —р(Ё4) на непересекаю- 
щихся интервалах [1., #2) независимы; он называется однородным, 
если распределение р [11 - $, 2. $) не зависит от $ (>20), и возра- 

стающим, если р (#1) < р (1) (Н<Ъ,). 
П. Леви [1: 173 — 180] показал, что если, кроме того, р (1-- 0) = 

= p(t) (t>0), To 

E [e—=P(t)} — e-(@) , & > 0, (1) 

где 

со 

) (a) =ma+ [1—e-!] n (dd), (2) 
+0 
+00 

m>0, n(dl)>0, | e+} (dl) <+ o; 
+0 

п (4Г) есть так называемая мера Леви. процесса. 
Леви [1: 173 —180]') нашел также соответствующее этой фор- 

муле разложение траектории на линейную часть плюс интеграл 
от пуассоновских процессов с независимыми приращениями: 

со 

p(t)=mt + \ Ip ([0, t]x dl), t>0. (3) 
+0 

Здесь р (ах а!) — пуассоновская мера со cpedxum dt xn/(dbl), 
т. е. р имеет распределение Пуассона ?) 

Р {2 (В) =п} = Br en8, n> 0; 
, (4) В=\ 411 (40), BEB((0, +0) x (0, +0)), 

B 

и независимые значения в том смысле, что массы } (В), приписы- 
ваемые непересекающимся множествам ВЕВ ([0, -- с®)х (0, + о)), 

1) См. также К. Ито [1]. 
2) Р{р (В) = + со} =1, если В = + со. 

4—1209
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независимы; и функция р аддитивна в том смысле, что ф (|) В») = 
п>1 

== >) »(B,) для непересекающихся множеств В, Ва, ... из 
п>1 

В([0, + сэ) х (0, + оэ)). Как ясно из формулы (3), значение 
р ([#+, Е) Х Г, 15)) равно числу скачков функции р(Ё): << Ь 
величины [< [<Ф. 

Приведем доказательство формул (1) и (2). 
Пусть & > 0; из независимости приращений функции р (1) выте- 

кает, что е (РЁ) = E [e-%P()] является решением уравнения 

е (1) =е(1—3)е ($), 12$, 0<е< | (5) 

это доказывает, что 

e(t)=e-", avd, 120, ОЗ о. (6) 

Так как 

1” (<) е- а) = — Г" > е- = ЕЕ [р (Е) е-°2@)] 1), (7) 

то функция 
+20 

4" (&) = Пт Е" \ le-“!P {p (t) € dl} (8) 
#10 о 

является преобразованием Лапласа от неотрицательной меры т (41) 
на [0, -|- со). Так как ф (0) =0, легко видеть, что 

a оо 
2 

y(a) =) ¥ (8) dB=\ 48 \ e- Pm (dl) = 
0 0 0 

{со 

=am (0) + | [l1—e-@] lm (dl); (9) 
+0 

иначе говоря, 
+00 

p(a) =am+ \ [1—e-*] n (dl), (10) 
+0 

где m=m(0), ап= Г*ат (1>> 0), причем 
+00 

| (I—et) dn<p(l)< +o, 
+0 

что нам и было нужно. 

1) ре-“Р — ограниченная функция от р при а > 0.
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Перейдем к формуле (3). Если у (4 х аГ) —пуассоновская мера 
со средним АХ л (41), то 

{со 

p(t)=tm+ \ lp ((0, t] x dl) (11) 
+0 

— однородный процесс с независимыми приращениями. Кроме того, 
+ со 

~a { 1240, 1х1) 
Е [e~ ent] = e—atm F [e +0 ] — 

+00 

-а | 2—2] р(Г0, 1] хай) 
=е-т lim Efe +0 |= 

n t +00 

To —Npon 
—t | (1-0-2212 yar) 

— e-2tm jim e +0 — 
в 1 -Еоо Чо 

— [та \ (1—e- yn | 
=e +0 ‚ (12) 

откуда немедленно следует, что первоначальный процесс с неза- 
висимыми приращениями и выражение (11) имеют одинаковые рас- 
пределения, что и утверждалось. 

Назовем р(Г): Ё>»0 односторонним устойчивым процессом, 
если каждому а >> 0 соответствует такое В =В (&) >0, что про- 
цесс ар (НВ): Е > 0 совпадает по распределению с р(Р: Ё>0. 
В этом случае 

e—tB(ay) pt) — Е [е-2(8@^)0] — FE [e-evett)] — 

== Е [e-%rtBv))] = В [е-2Р98()8(\))] = et BC) BIL), (13) 

B (ay) = B («) B (y). (14) 
Если ф (1) >0 (в противном случае р==0), то 1 (а) равно В = а, 
умноженному на константу с = (1); здесь = >0, потому что фЕф, 

+00 

T. е. 

и =<|[, так как ф’=т- \ le-“ 4птЕе]{. Число = есть показатель 

+0 
устойчивого процесса; постоянная с есть его скорость. Если e=1, 

+ со 

TO p=ct; ecm #<1, To p= \ [р (10, t]+dl), a n(dl) = 
фо 

= 28 1) 
Pr (1—e) e!t® 

1) См. более подробно об устойчивых процессах П. Леви [1: 198—204] 
и С. Бохнер [1]. 

4*
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1.8. Критерий Колмогорова и закон повторного логарифма 

Если дано стандартное броуновское движение, начинающееся 
в 0, и положительная функция ЙА ЕС (0, 1], то {ш: х (1) < В (В, #10} 
принадлежит Bip; применяя блюменталевский закон 0—1, полу- 
чаем, что Ру {х (Е) < В (В, Ё10} =0 или 1. Говорят, что функция Й 
принадлежит верхнему классу, если эта вероятность равна 1; 
в противном случае говорят, что й принадлежит нижнему классу. 

Знаменитый локальный закон повторного логарифма А. Хин- 

чина [1:91 —94] утверждает, что й (#) = (1-- г) И 2» (1/2) *) при- 
надлежит верхнему классу при => 0 и нижнему при < 0; т. е. 

— x) 
Py {lim aa tf =) (р 

как будет доказано ниже. 

Критерий Колмогорова утверждает, что если ВЕ, а Г "В Е| 
для малых #>0, то й принадлежит верхнему или нижнему 

классу, смотря по тому, сходится или расходится \ t~°/*he—h2/2t dt, 
+0 

Закон (1) является частным случаем этого утверждения; дру- 
гие примеры см. в задаче 2. 

Доказательство Колмогорова не опубликовано, но имеется дока- 
зательство И. Петровского [1], основанное на применении подхода 
Перрона к задаче Дирихле (см. также П. Эрдёш [1] и В. Фел- 
лер [2]). 

Мы используем распределение момента первого достижения 

t 

Ро {п < #} = \ ЕЕ e-/28 ds, a>0 (2) 
0 

  

[см. (1.8.2)], для обоснования более легкой части критерия Кол- 

могорова: если ЙЕ и ЕЕ] для малых Ё, то из сходимости 

интеграла \ t~"/*he-h/2t dt вытекает Py{x(t)< h(t), tL O}=1; 
+0 . 

вторую половину мы докажем в $ 4.12, используя изящный метод 
М. Мотоо [1]. 

1) Ing= In (In).
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Пусть О<а=Н<Ь<...<Ь=6<1, причем #Еф при #<6; 
из рис. | ясно, что 

Ро {х (1) > В (Е) для некоторого а<Ё<6}< 

< Ро {пни <а}- DY) Po {tm—1< Mais) < tm} = 
m>2 

а tm 

— f(a) „вазу dt-+ У (m1) 9—nitm-1)2/2t dt. (3) 
3 “ants me2 tre-1 V ont 

Когда разбиение становится всюду плотным в [а, 6], это нера- 

венство переходит в 

Ро {х (Г) В (Р для некоторого а<1<6}< 

  

    

а/1 (а)? b 
ге и, в < +) Sie movtde (4 

— ants J “Vants (4) 

Так как # А Е | для малых #Ё, то из сходимости \ ве" 
+0 

вытекает, что НЕА — + со, и, пола- 
t 40 

гая а|Ов (4), находим, что th h(t) 

Po {x (t) > h (t) для некоторого 0<2<в}< es 

° h 
———eh/2td¢, (5 

<| У2лв ©) 
+0 a(t) : 

Но эта верхняя оценка, убывая, стремит- * 
ся к 0 при 610, так что доказательство — 
завершено. Рис 1. 

Рассмотрим частный случай (ЕЁ) = 

=(1- =) У 2 т» (1/4) (#>0); здесь ВЕ+ 
maa t < ее р“ Е! для < и \ t~*/*he-h2/2t << + оо, откуда 

© 

+0 

_ x(t) Po {lim = <1} =1 6 
"Lio Varin, 7) о 

Для доказательства соотношения (1) остается провести следующее 
рассуждение. 

Пусть 0<=<1. Не будем учитывать исключительный класс 

броуновских траекторий, для которых Што (ВГУ 2 Ing (1/t) > 1; 
тогда если 

An: x (8") <(1—3 Ve) V2e" In, e™ 

следует
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при п{-- со, то 

Вых (в") — х (в" +1) < (1—ЗУ =) У 22" шь =" + 

+= V 2e"*1 Ing 1 =< (1 —Ve) / 2e” Inge 
  

  

mpu nt-+ oo. 
Ho 

—_ е— 03/2 4 п- 6? 1—P, (Bn) = \ Е” const (7) 
  

eV2 Inge” 

  

1—Ve _ 
nt+oo, 9= Vis 

Используя независимость событий В» (п>1) и расходимость ряда 

У! л-/ ИЛ пл, находим, что 
n22 

Pol U Q Ат] < <PolU. 1 Bnl= lim Pol  Bnl=9, (8) 
n2>1m2n п>1 т>2п nt +co т>п 

откуда следует, что 

1 = Ри {х (=") > (1—3У=)У2=” ш› =" бесконечное число раз 

х (1) __ 9 
при п оо} < Po {lim => > | 3Ve} . ( ) 

Отсюда, полагая #10, немедленно получаем (1). 
Задача 1. Доказать, что если А принадлежит верхнему классу, 

TO 

lim th = + 0. 
#10 

#— 1/2 

[ tim 5 т #10 
        (9 < в} =1. | 

Задача 2 (по П. Эрдёшу [1]). Использовать критерий Кол- 
могорова, чтобы показать, что !) 

  

1 3 1 1 1 1 
h (1) = и | Ims>+> Ins> + Ing ... + Inn-1 tT (1 +8) Inn = | 

принадлежит верхнему или нижнему классу в зависимости от того, 

1) Inn = In (Inp_y) (n > 3).
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= >0 или =<0; показать также, что функция !) 

й (Е) = и 21 [ In, +5 Ins ++ >) Ing | 
n>4 

  

принадлежит нижнему классу. 
Задача 3. Используя критерий Колмогорова, доказать, что 

если функция РЕС[1, -+ оо) положительна, Г1\#Е|! и Ё А ЕФ для 
больших #, то Рь{х (1) < 1 (Е), Е1- со} = 0 или 1, смотря по тому, 
со 

—3 и и 
\ t~"/*he-h2/2t dt — + соо или <- о. Хинчиновский глобальный 

закон повторного логарифма 

Po{ lim ее = 
ее V2t Ing t 

является частным случаем задачи 3; см. A. Хинчин [1]. 
[Используйте тот факт, что [№ (1): Е>0, Ри. | — стандартное 

броуновское движение, начинающееся в 0; см. задачу 1.4.3.] 

  

1.9. Гельдеровское условие П. Леви 

Чжун Кай-лай, П. Эрдёш и Т. Сирао [1] показали, что если 

функция АСС (0, 1] положительна, Еф и ГВ Е| для малых Ё, 
то 

Po{ max |х()—х(Н)|< А ($), #10} =0 или 1 в зависимости 

оные 

от того, \ К" зе-12721 8 = 4 со или < оо. (1) 
+0 

Hanpumep, ecau A(t) =(14+6)/V2¢In(1/t), To ACt npu t<e, 
ЕВЕ] при Ё<1, и 

\ р" зе?! dt — 

  

+0 
— a — + CO 6 <0: 

= 3 3/o ,(1-6)2—2 ’ У, РУЗ | ое at| © 

откуда вытекает гёльдеровское условие П. Леви 

Р ги “Е | 
° {,, im V 2e In (1/e) 1} (3) 

0<ti<te<1 

1) Inft=In(¢\/1), Ind t=In* (Int _, t) (n > 2).
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Доказательство формулы (3), данное Леви [1: 168 — 172], 
является своего рода образцом, и мы его здесь приведем. 

Так как 1—$5<е*, то при 0<6<1 

Ро {тах [х (#2) — х ((— 1) 2") < (1—8) У 2-2" ш2”} = 
h<2” 

е— 8/2 46 72” 2—т(1—6)2 4 т 
об <t-a-) < 

(1—8) VY 21n2” 

<e~ 272" FE -On-1 | Q, пА-{ оо; (4) 

  

откуда при 010 получаем 

  

low |х (#5) —х (11) | _ 5 
Po {Him V2€ In (1/e) > 1} —1. (9) 

0Sti<text 

Для доказательства того, что 

== |х (#2) —х (#4) | _ 6 
Po {tim V 2e In (1/e) <1} =I, (9) 

0<ti<ie<l ° 

  

рассмотрим функцию # (г) =У 2=ш (1/2) и число 0<8<1. 
Используя оценку 

Po{ тах = A(j2")*|x (f22™") —x (12) |SL+I< 
j=je—jig2” 
0<ji<je<2” 

  

  

—b2/2 
< gi+6)n. о е 46 < 2—64+8)п, n 4 + со, (7) 

YV 2n 
(148) V2in 2” 

заключаем из первой леммы Бореля — Кантелли, что 

| x (f22-") — x (f42-") | << (1 4.6) 8 (12”), (8) 

O0<jr<je<2", f=h—-h< <2”, n>n(w). 

В дальнейшем n(w) ga ynoOcTBa BEIOepeM TaKHM, чтобы при 
п>п (и) было 

g(n+t) 6—1 > 2, (9a) 

2—9 ет (9b) 

D Acemyan er) DY 2 BAM < oh at A), Ge) 
m>n m>1
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Если О<и<Ь<|1, причем e=t,—t,< 27"™ (1-6) выберем 

п>п (и) так, чтобы 2" 9-9 <:<2-"4-9, и рассмотрим раз- 
ложения 

t= fixe — te ana cm<...; (10a) 

to = for gmt gm lnm <m<.... (10b) 

Так как 

= р 97—20 210-@®+0 (1-6) о — 2+1) 8-1 9 - () 

И 

12” < 2%" Ч-® = 07, 
то из (8) получаем 

|х (#5) —х (1) |< 

<|х(л2”) —х(Н) | [х (6) —х ([52") | [х (22") — х (12) |< 

<2 Uy (1+ Oph (2) + (148) f 72"). (11) 

Ввиду toro uro AEt+ npn t<e<Q7-"'— — et [ucnomp3yem (9b)], 
H3 (9c) BLITeKaeT, 4TO 

x (tz) —x (ty) |< 
<2(1+8) 6A (2° FP OY) 4 (14 8) AJA < 

< (1+48) № (г), (12) 
откуда получается (6), если положить 610. 

Задача. Использовать критерий Чжуна— Эрдёша — Сирао, 
чтобы доказать, что если 

  

h(t)= ¥ 2 [ Int 43 ng ++ Ing t+... + На) вы |, 
TO 

Po{ тах [x(t.)—x(th)|<A(e), #10} =0 или 1 в зависимости 

ое 
от того, 6<0 или 8>0; 

и вычислить эту вероятность также для 

  

1 5 1 1(0=У %#[ ше + Хх Ing + 
n= 

(Ответ: 0]
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1.10. Аппроксимация броуновского движения случайным 
блужданием 

Пусть дана стандартная броуновская траектория х (Г), выходя- 
щая из 0, и целое число [»1; введем моменты выхода 

е=0, en = min ft: | x(t) —x (€n-1) 1-7} (п> 1) (1) 

и пусть 

51 (п) =У (©) (п>1). (2) 

Так как броуновская траектория начинает движение заново в каж- 
дый момент е, ясно, что [5, (п): п>0, Ру] — стандартное случай- 
ное блуждание. 

Ф. Найт [1] доказал, что если м (№: Ё<1|— ломаная, соеди- 
няющая точки 

_ Е 87 (R) t= г. а= Vi (< И, 

как это показано на рис. 1, то 

Pot lim max | x, (t) — x (t)|=0}= (3) 
t+oo t<1 

Сейчас мы это докажем. 
Пусть (k—I1)/L<t<k/l(k<!); применение гёльдеровского 

условия Леви дает для больших [ 

1% (А—х (|< 

< 0-я(+ )|+|= (т) 

ее (+) J+ |x ( 

<!-¥s 4 const-J/ 6 1n ( (=). = ет |, (4) 

если только, скажем, ев <.2. Таким образом, достаточно доказать, 
что запаздывание времени тах | е, — Е/1| мало, и применить лемму 

h<l 

х (1 
(т) (4-6) 

(1) 0 |< 

— 

Бореля — Кантелли; например, было бы достаточно проверить, 
что вероятности 

pis ь {та —т|> 7%} 
образуют сходящийся ряд.
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Но ек есть сумма Ё независимых экземпляров е, и (см. за- 
дачу 1.7.6) 

Eo (ey) = Г"; (5a) 
Eo (|e, — 27? |?) = const - I-; (5b) 

Ео (|4 — 1 |“) = сопз{. Г“. (5c) 

CorsacHo (5a), e,—A/l aBaseTcA MapTMHraJiOM, TaK uTO (e,— /l)* — 
субмартингал, и дубовское неравенство для субмартингалов 
(см. замечание 2.5.1) дает нужную нам оценку 

Ро {тах | век — #1 |-> 17} <I’ Ey (Je: —1 |) <l*- const - 1-2? = 
h<l 

=const-1~°/8, (6) 

Найт использовал свой метод для доказательства существова- 
ния (но не гладкости) стандартных броуновских локальных вре- 
мен ($ 2.8) и для изучения замены времени ($ 5.2). 

и 

13 

12 

s
f
 

ед
ин
иц
а 

={
' 

—=
 

и
 

™ 
& 

Ww 
K
A
N
 

A
N
 

& 
&
 

  
4-3-2-101234 

единица =1Г®—= 

Рис. 1. 

Из доказанного автоматически вытекает обобщение предельной 
теоремы Муавра— Лапласа, принадлежащее Донскеру [1]: если 
[— борелевская функция на пространстве непрерывных траек-
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торий х(Р: t<1 u ecau ona непрерывна в топологии равномер- 
ной сходимости всюду, за исключением множества броуновских 
траекторий вероятности 0, то 

  lim Рь [а<| (у: t<1)<o} — 

=Po{a<f (x(t): t<1)<d}. (7) 

Здесь [пН— наибольшее целое число, не превосходящее nt, 

$ ([пЕ])ГУ п: Ё<1 следует понимать как ломаную, проведенную 

через точки (Ё/п, $ (ГИ п): Ё< п, а Рь относится к стандартному 
случайному блужданию в первом случае и к стандартному броу- 
новскому движению во втором. 

Задача 1. Использовать формулу (7) для того, чтобы дать 
новое доказательство результата задачи 1.3.1. 

Задача 2. Используя формулу (7) и соотношение 

Ро {тез {#: х()>0, #<1}<6}=- асзт И, 0<0<! 

[см. (2.6.13)], доказать закон арксинуса для стандартного случай- 
ного блуждания 

, р lim Po {abe s(k) >0, k<n}<o} == aresin VO 

(см. Эрдёш и Кац [1], П. Леви [2] и формулу (2.6.17)) 1). 

1) + (9) означает число элементов в множестве (@.
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БРОУНОВСКИЕ ЛОКАЛЬНЫЕ ВРЕМЕНА 

2.1. Броуновское движение с отражением 

Рассмотрим стандартное броуновское движение В и введенный 
нами ранее связанный с ним дифференциальный оператор © = 02/2, 
определенный на Д (©) = С? (К?) (см. 6 1.4). 

Рассмотрим также отраженную броуновскую траекторию 

x ()=|x()|, £>0. (1) 
Пусть В? =В {х* ($): $< 1} — наименьшая под-о-алгебра В, содержа- 
щая все события {а<х* ($) <65} (3<й; пусть 0+ — случайный 
процесс [х* (Ё): #20, В, Ра: а> 0], и пусть @1 — дифференциаль- 
ный оператор ®, определенный на области 1) 

Р (61) = С? [0, + оо) [| {и: и* (0) =0}. (2) 
Введем фундаментальное решение 

gt(t, a, b)=gi(t, —a, b)+ g(t, + а, 5), Е>0, а 6>0, (3) 

уравнения Ou/ot = Gtu. 
Если #>5>0, то 

Ра {х+ (1 Е аб |В,} = Ра {х* (1—$, и) 6 аб|В.,} = 

—= Р..(з) {х* (1—5) 6 46} = 6+ (1— $, х* ($), 5) 46, а,5>0. (4) 

Используя тот факт, что В; =В‚, находим, что 0+ — марковский 
процесс. 

D* — броуновское движение с отражением; оно находится в том 
же отношении к оператору ®*, в каком стандартное броунов- 
ское движение к ©, m. e. фундаментальное решение 5* уравне- 
ния ди10 = @\и является переходной плотностью процесса +, 
так же как фундаментальное решение © (гауссово ядро) иравне- 
ния ди/01=@и являлось переходной плотностью процесса В. 

Пусть дана стандартная броуновская траектория, начинающаяся 
в ^(0) =а>0; введем теперь новые траектории (см. рис. 1) 

х (1), < м; 
К (1) —х(Е), Ги, 

1) ит (0) =lim 2-1 [и (в) —и (0)]. 

х- (= (5)
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где = у = пип {5: х (5) =0}, а Е(= мах (х ($): m<s<t}. 
Пусть В:=В{х ($): s<t}, u обозначим через PD npouecc 
[x (К :Е>0, В, Ра:а>20]. 

Как мы сейчас докажем, О’ совпадает по распределению 
с броуновским движением с отражением). 

ГА t 

т т={-т 

  у 

НА
 :- 

Рис. 1. 

& 

Tak Kak x (¢)=x*(¢) вплоть до марковского момента {= и, 
то достаточно проверить, что процессы [х`(#): Ё>0, В, Р] и 
[х* (1): #20, В, Ре] имеют одинаковые распределения. 

Используя формулу ?) 

Ро{х (р) Еаа, Г (РЕ а} = 

=(4)” (2b — a) e-(20+0)2/2t da db, t>0, a<b, b>0, (6) 

легко получаем, что za f>s, A=t—s, cp>0 

Po {x (t)<c|Bs}= 

=Po{t (s)—¥()<e, max [x (8, w)]—x(t)<c|B.}= 
St—s 

= Po {x" (s) —[x (t) —x (s)]<e, max [x (8, ws) — x (s)]— 
<l—s 

— [x (t) —x (s)]<c|B,} = 

1) П. Леви [3: 234]. 
2) П. Леви [3: 211]; см. задачу 1.7.1.
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= \ Pofx(A)eda, (A) €db} = 
x—-(s)—as<c 
b—a<c 
—o<axb 

b>0 

х- ($) b + оо b _ 

=( | a \ dat \ ab \ da) (20—a) e-(2-00/20 — 
0 х-($)—с x-(s) b—c 

х-(3) х-($)-с + со + оо —b2/2A 
е = (2 —2 a 49 3s —2 4) ax oo 

e— 02/24 

\ “anh ав = Рх- () {х* (А) < с}; (7) 

а так как В; = В., то отсюда вытекает искомый результат. 

|х-($)-НЫ «с 

2.2. Локальное время Леви 

Рассмотрим множество посещений 3% = {8 х* (И =0}= 
= 8 = {t: x(t) =0}. Tononornyeckn 3* есть канторово множество, 
и оно имеет меру 0 (см. задачу 1.7.5). 

П. Леви [3: 239—241] обнаружил, что можно ввести новую 
временную шкалу "=# (1) на 3*, приписывающую ненулевую 
меру тому времени, которое броуновская частица проводит в 0; 
это # и есть локальное время. П. Леви дал несколько различных 
определений #* [см. формулы (4), (5), (6), (7Т)]; из них послед- 
нее — самое прямое, но в то же время его труднее всего обосновать. 

Рассмотрим траекторию x(t): ¢>0 u вспомним разложение 
момента первого достижения и. = пит {#: х(Ё =а} (а>20): 

{оо 

= | Lp ((0, a) x dl), (1) 
+0 

где }› (аа х аГ) — пуассоновская мера со средним аах (2113)? dl 
(cm. § 1.7). 

Так как }([0, а) Хх [1, - ©о)) является процессом с независи- 
мыми приращениями по [, то из 

Eo» (0, a) X [&, + оо) = а: И & (2) 
ЛЕ 

И усиленного закона болыпих чисел вытекает, что 
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Подставляя Г (КЁ = тах х($) вместо а и учитывая, что разность 
sst 

между ф (10, t (¢)) x [e, -+-0co)) H числом горизонтальных отрезков 
графика # ($): $<Ь имеющих длину не меньше , не превосхо- 
дит 1, получаем, что 

ле 
Ро {lim И = Хх число горизонтальных отрезков 

графика Г ($): $<Е длины Ye=t (ft); t>o} =11). (4) 

Формула (4) показывает, что Г=Р (Г) является функцией от 
множества 37 = {#: х (1) =0}; кроме того, ясно, что Г возрастает 
на З`, а вне этого множества идет горизонтально. Поскольку 0+ 
совпадает по распределению с О”, существует соответствующая 
функция Н=Ё(Р) от Bt={t: xt (t)=0}, возрастающая на 3+ 
и горизонтальная вне этого множества. 

{* есть локальное время; Y 2/nt* ectb mesure de voisinage 
П. Леви [3: 228]. 

Так как # и Г совпадают по распределению, а горизонтальные 
отрезки графика tt— это (открытые) смежные интервалы 3» (п > 1) 
замкнутого множества 3+, то из (4) ясно, что 

Небольшая выкладка превращает (5) в 

Ро {ит И = Хх общую длину интервалов 
210 

< [0, И длины <&=# (1, t>o} = 1%); (6) 

таким образом, { является функцией от тонкой структуры 
множества 3+. 

1) П. Леви [3: 224—225]. 
2) П. Леви [3: 224—295]. 

г 

3) П. Леви [3: 224—225]. Узет=Еь | \ [р ([0, 1) x diy | — математиче- 

+0 
ское ожидание суммы скачков величины, не превосходящей г, в разложении ща.
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П. Леви [3: 239—241] также доказал, что 

Py {lim (2e)"! тез {$: <, з<Ц=й(®, Ё> 0} =1. (7) 
eld 

Приведем его доказательство. 
Если 8+ дано, то экскурсии е„ = {х(Ё): t€ Bn} независимы. 

Так как зависимость распределения величины е„ от интервала Bp, 
выражается только в зависимости от его длины |З„|!), то уси- 
ленный закон больших чисел указывает на то, что при #10 соот- 
ношение 

пез {$: «а, з<Й= > mes {s: x3<e, 36 3» [| [0, #)} (8а) 

можно заменить на 

> Е тез {5: ж<в, 568„}|3+ = 
Зла, #) 

= УХ 181@а-е “8 = 
8Bncl0, t) 

+00 

= \ 1 (1 —e-2e%/l) p ([0, tt (£)) х 40°). (85) 
0 

Здесь р (4ЁХ 41) — пуассоновская мера для обратной к #* функ- 
ции (являющейся односторонним устойчивым процессом), причем 
p ({O, t* (¢)) x [Z, + ©°)) с точностью до 1 есть число горизонталь- 
ных отрезков графика #К ($): з<Ё длина которых не меньше [. 
Теперь, используя (4), заключаем, что 
{со 

1(1— е-2е2л) з ([0, #4 (#)) ха) = 

{со 

- р (10, # (0) х,, + оо) 4 И (1—е-29л)} > 
4% 

2 Г ИУ?еочиа-е-еиуее (о (9) 
0 

при 210. 
Трудность этого доказательства состоит в переходе от (8а) 

к (85); хотя смысл ясен, дать полное обоснование этого перехода 
нам не удалось (см., однако, результаты Э. Бойлана, Ф. Найта, 

1) П. Леви [3: 233—236]; см. также $ 2.9. 
2) П. Леви [3: 238]. 

5—1209
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Д. Б. Рэя и Г. Троттера в $5 2.8, которые включают (7) как част- 
ный случай). 

Задача 1. Доказать, что 

t* (t2) >t (4), (ty ПЗ = ©, О<ЬЗЬ, 

для почти всех броуновских траекторий. 
[Так как {совпадает по распределению с Г, то Рь{Н (1 >0, 

[ > 0} =1, и если бы утверждение было ложно, то & = Poy {t* (t2) = 
=й (4), (11, Е.) П 3* == @} было бы больше 0 для каких-то В < В. 
Но e= Po {tt (tg2—m, wi) =0, m=ty+ my (wi,) << te} = 0.] 

Задача 2. Доказать, что для почти всех броуновских траек- 
торий, начинающихся в 0, х ($): $<Ёни при каком Ё>> 0 не может 
касаться прямой [ ={ (Ё) более двух раз. 

[Из того, что х(5$)=Е(Ё) в три различных момента $<Ь, 
вытекает, что функция + постоянна в каком-то открытом интер- 
вале, пересекающемся с 37. Далее используйте результат задачи 1 
и тот факт, что #— локальное время на 3`.] 

Задача 3. Использовать результат задачи 1.7.1 для вывода 
совместного распределения 

Py {xt (t) Eda, t+ (t) € db} =2 Е е-6-а)/2! (а, a, b>0. 
JU 

  

Задача 4. Используя тот факт, что # и г совпадают по рас- 
пределению, доказать, что размерность Хаусдорфа — Безиковича 
множества 3+ почти для всех траекторий не меньше 1/› (определе- 
ние размерности Хаусдорфа — Безиковича см. в замечании 2.5.2). 

[Поскольку + удовлетворяет гёльдеровскому условию 

г (6) —t° (ts) < У 3e|Ine|, 0<t,<t,<1, e=t,—t,}0 

(см. $ 1.9), то если [Ё, в]: п»1— замкнутое покрытие множе- 
ства 8+ [1 [0, 1] и каждое „5. —„{: достаточно мало, то 

  

tt (1)< 2 Ut (ate) —#* nt < > УЗ, в) па бь В): 
n>1 

Далее используйте определение размерности и тот факт, что 
Po {t* (1) > O} = 1.) 

А. С. Безикович и С. Дж. Тейлор [1] доказали, что dim (8*) < 1/9; 
в другом месте С. Дж. Тейлор [1] доказал, что айп (3*) > Ч» 
(доказательство того, что айт (8+) <Ч», см. в $ 2.5; см. также 
задачу 2.8.2).
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2.3. Броуновское движение с эластичным экраном 

Пусть дано у >> 0; используем броуновское локальное время t* 
из $ 2.2 для того, чтобы построить броуновское движение с эла- 
стичным экраном, связанное с дифференциальным оператором 

. 
© => 2*, 

действующим на множестве 

D (®*) =C*[0, +00) П {и: и (0) =и* (0)} 1). 
Рассмотрим для этого расширенное выборочное пространство 

Ух[0, + о), состоящее из точек (и, т»), и соответствующую 
с-алгебру ВЖВ[0, -- <) и продолжим Р. на ВХВ[0, -- с) 
по правилу 

Р. {ть >В} =е-*"® #>0. (1) 

Присоединив К [0, -|- со) добавочную точку со, положим по опре- 
делению 

и введем случайный процесс О° с траекториями 

, xt(t) (¢< mo); 

х’ (= со (¢ > Mo). (3) 

О* — (простой) марковский процесс, как сейчас будет доказано; 
его переходная плотность 

g’ (t, a, b) db = Pa {x" (t) € db} = Pa {xt (t) EC db, t< mo} = 

= Ey {xt (t)€ db, eV) — EB, {eV | y+ (¢) = 0} gt (t, a, b) dd, 
t>0, a, b>0, 

является фундаментальным решением задачи распространения тепла 

ди 1 02и . . 
9: = 5 952 } t>0, b>0; (4a) 

уи (Е, 0) = и* (6 0), #>0. (4b) 
Иначе говоря, О° находится в том же отношении к ®°, как 
броуновское движение с отражением В+ к Gt. 

Р° есть так называемое броуновское движение с эластичным 
экраном. 

1) + (0) = Пт в-1 и (в) и (0)} 
5%
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Так как функция #* постоянна вне 3+ иР. {м Е аЁ| В, шь > #} = 
=у# (41), то О° можно описать как броуновское движение с отра- 
жением, убиваемое в точке 6 =0 со скоростью у# (аЁ: 4. 

Докажем простое марковское свойство О’. Пусть е (0<е<1)— 
борелевская функция на пространстве траекторий: #--> х (РЕФ (ЕЁ < $, 
Я =[0, + оо) |] со). Пусть е+*—это е, вычисленное для траектории 
х* (1): [<$, а е°’— это е, вычисленное для траектории х° (1): [< $5; 
тогда при а6>0и $<1 

Ба {е°, х° (1) Е а} = 
= Eq {e*, х+ (#) 646, {< ть} = Еь (2+, xt (t)Edb, et} = 
= Ex {et, xt (t—s, wt) Edd, "ее 
=E, {ete VEO) Extsy {x* ({—s) € db, eVEFC—s)yy = 

= Eq {ete ©) Pas) {x* (t — 8) €.db}} = 
= Eq {e*, S< М, Риз) {х° (1—5) 6 46}} = 

= Ба {е*Рх- 4) {х° (1—5) 6 46}}") (5) 
и доказательство завершено. 

Теперь установим, что О — броуновское движение с эластичным 
экраном. Для этого достаточно доказать, что 

ив. [еда] =Е.[ | ее and], © 
0 0 

&>0, РЕС (К), 
является решением задачи 

иЕД (6*) = С?[0, + 00) f) {u: yu (0) =ut (0)}; (7a) 

(a—G*)u=f, (7b) 
и обратить преобразование Лапласа. 

Имеем (т = пи): 

о 

и (а) = Ес | \ e-tF (xf) dt | + 
0 

оо _ + 
LE, [ ena poate vit nn) [xt (t, wr,)] dt | — 

о оо 
=E, | \ ей} (41) а! | — В | e— m4 (xt) dt | + 

0 Mo 

1) Poo {x* (¢—s) € db} =0.
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оо 

+ Eq le~*™o] u(0)=Ea[ \ e-af (xt) dt | + 
0 

{оо 

вечен (ив, [тва] - 
0 

  

  

-* г ae V2a|b-++a| f(b) db + 

0 

tee ew V 2ab 
+ e-V¥2aa | 4(0)—2 f (6) db (8) о. 

откуда немедленно следует, что 

аи —> u" =f. (9) 

Пользуясь формулой (8), можно найти выражение для и* (0). Так 
как [х7 (Г) = (Е) —х (0: Е>0, Р.|— броуновское движение с отра- 
жением, для которого локальным временем является #’, то получаем: 

{оо 

— ut (0) +2 \ e- V2abF (b) db = V Dau (0) = 
0 

V 2a т (0) =)V2aE ее рт (t) _ x (£)] dt | = К 
b 

2b— edb \ da-2. Ев пе @ь-®и (ь—а) = 
{оо 

= V 2a \ e-ot dt 
0 —0oo 

daQe- V2a(2b—a)F (6 — а) = 

: 
C
a
"
 

o
c
t
 

+ со 

=)V 2a \ e-v> db 
0 

{со 

  

  

_ У — Уз =? е- У! (6) 4; (10) 

т.е 

со _ 

ut (0) = VE e- V2abF (b) db = yu (0), (11) 

что нам и было нужно.
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2.4. ++ и пересечения сверху вниз 

Пусть траектория броуновского движения с отражением х* 
до момента времени #Ё пересекает 4, (Г) раз полосу от =>0 до 0 
в направлении сверху вниз. Проверим, что 

Ро {lime de (t)=tt(t), ¢>0}=1. (1) 

Формула (1) была угадана Леви [6: 171]. При доказательстве 
мы будем предполагать, что 

#1 (2) = lim (2e)-1 mes {s: x+ (s) <8, s<t} (2) 

(это упоминалось в 65 2.2 и будет доказано в 6 2.8). 
Для доказательства рассмотрим последовательные возвращения 

т < 12<... траектории х* в начало координат через точку => 0; 
т. е. пусть то = 0, т, = ме - п (@щ,) И = ат (wr _,) (n> 1). 

PaccMOTPHM MOMEHT it = пи - Mo (Win,) и заметим, uTOnpHO<b<e< | 

ds (mt) — > ds (vy (Wr, 4) и), (3) 
в<а, (т) 

причем слагаемые независимы, одинаково распределены и незави- 
симы от 4, (т). Учитывая эту независимость и то, что 

6\"-1 6 Ро {46 (и) =п} = (1—5) (n>), (4) 
получаем 

Eo [6 dg (m) | de (m)] = 6 de (m) Eo lds (%4)] = 

= 6d, (m) Yn(i-2) S=ed, (m), (5) 
n=1 

т. е. [=а4. (м): =<1, Р‚]|— положительный обратный мартингал 1). 
Так как 

вые, (пу == е > n(1—ey"e=1, (6) 

то из теоремы Дуба о сходимости мартингалов (см. замечание 2.5.1) 
следует, что существует Итза. (м). 

#10 

1) Строго говоря, для того чтобы проверить, что 4, (т)—мартингал, 
недостаточно доказательства формулы (5), а нужно доказать, что 

Eo [6g (m) | de, (m), Чез (т\, ...› @е, (т)] = ва: (т) 

для любых О<б<& < ео <... < ва. — Прим. ред.
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Далее, с помощью формулы (2) этот предел идентифицируется 
c tt (m). 

Bpeaa o6o3HayeHHe d, BMecTO d, AIA €=2-", ONCHHM разность 

An = 271 тез {$: х* ($) < 2", 3з<м}— 2" а, (м) = 

=" ЗУ [mes{s: xt+<2, thy<s<ta}—2°"*4]. (7) 
в<ап(т) 

Здесь слагаемые независимы, одинаково распределены и незави- 
симы от 4» (1); они имеют общее среднее !) 

-+00 

| dsPp {xt () <2, s<y}= 
0 

{со 

= Бо (ие) \ 45Р,-п {х (5) < 2", з<т}=2.2”?) (8) 
0 

и общую дисперсию 

Ео [(тез {$: х* (5$) < 2”, $5} — 2-2")? ] — соп${. 2—4", (9) 

как показывает простое изменение масштаба х* (Ё) —> 2-"”х* (2778. 
Поэтому 

Ео (Аз) = 22"? Е‹ [(тез {$: х+ ($) < 2", s< rt} — 2-21] х 
оо оо 

x x, mPo {dp (m) = m} = 22”. const - 274" x, m(1—2-")™ 12% — 

<const-2-". (10) 

Учитывая эту оценку и формулу (2), получаем с помощью леммы 
Бореля — Кантелли, что Птаа. (м) =# (м). 

=} 0 

Теперь выберем { >> 0; если # < щи т= пит {$: х* ($) =0, $» В}, то 

# (1) =И (Юн (м (©), ит); (11a) 

4. (т) = 4. (1)  4г (м (1), и), (115) 

причем в (115) возможна ошибка не более 1. Если же пи <+< щ, 
To # (м) =# (1), а. (м) =а. (Е) +1. Таким образом, 

Po{limed, (1) =t* (f)|£<m}=1 (¢>0). (12) 

1) См. задачи 1.7.6 и 1.7.7. 
2) ш+ обозначает момент первого достижения точки а броуновским движе- 

нием с отражением.
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Чтобы завершить доказательство формулы (1), достаточно рас- 
смотреть 4: и # между последовательными моментами попадания 
траектории х+ в 0 через | и использовать то, что 4, — возрастаю- 
шая функция от времени, а +*— и возрастающая, и непрерывная 1). 

2.5. ++ как мера Хаусдорфа — Безиковича размерности 1/, ?) 

Возможно, самое поразительное свойство локального времени #* (Р) 
состоит в том, что если |) »З„ — покрытие 

k>1 

rOn =[((R—1)2°-", R210 8", ko, (1) 

множества 3+ и литр множества „З», то 

рт Ух У [18 № =#Н 0, #> >0} =1. (2) 
nt tee ” eet 

Поэтому +* подобно мере /\’/ Хаусдорфа — Безиковича размер- 
ности 1|5; в частности, 

Ро { №№ (810, 9) < ИУ, #>0} =1, 3) 
откуда вытекает, что размерность Хаусдорфа — Безиковича множе- 
ства 3 не больше 1/›. Используя задачу 2.2.4, получаем из этого, 
что размерность множества 3 не меньше 1[., а значит, равна lo. 

Пусть fo>t,>0, положим $1 ($2) = пи (тах) ЗВ, &3); 
тогда, как будет доказано ниже, 

Eo [t* (to) —# (#1) |хё: $< В; 81, $2; 2: $52] = 

0, $1 = $2; 
— 4a 

5 (82—81), <. 42) 
Поскольку 

С, = В {х* (12-"), пипЗ»„, тах13», > 1} 

— подалгебра алгебры 

Can = B{xd: s<(R—1) 2-7; пип»8», тах 3; x3: SS R24, 

то из (4а) вытекает равенство 

ЕН (#2-®) —#* ((#— 1) 2") | <= У 5- [8 |, #21. (4) 

1) Доказательство в оригинале содержит ошибку и при переводе измене- 
но.—Прим. перев. 

2) См. определение 1/›-мерной хаусдорфовой меры в замечании 2. 
3) Если 8 ПА, &] =, то и=з=0.
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Заметим, что при п1-+ < o-anre6pa C,, возрастая, стремится 
к В" =В{%:#>0}. Поэтому из теоремы Дж. Л. Дуба о сходи- 
мости мартингалов (см. замечание 1) получаем, что для каждого 
отдельного #> 0 

V = Dd = У в 2) в (1 2") [<= 
k2-"<t k2-"<t 

= Ep [tt ([2"¢] 2" | Cn] > Ep [tt () [Bt] =t* (2), nt+oo. (5) 
Отсюда немедленно вытекает формула (2), так как >) |28,|” 

2 п 
и # (Е) — возрастающие функции от Ёи # непрерывна. 

Перейдем к доказательству соотношения (4а). Так Kak 34, 32 
и tt (¢,)—t* (¢,)=t* (4: —t,, wi) все измеримы относительно 
В {х+ ($): н<$<Ь}, то условное‘ математическое ожидание, участ- 
вующее в (4а), является борелевской функцией только от # < $: = 
= $1 <= 52 <, (1) =аи х*(Ь) =: 

e = Ey {tt (t2) —t* (44) [xt (41) =а, ци=$и, J2= Se, Х*(Ь)=6}. (6) 

Heticrputenbuo, tt (t2) — t* (t,) = t* (te — 41, и»), а так как броунов- 
ская траектория начинает свое движение заново в момент 

41 = Е и (©), то 

е = Бо {#+ (15 —$1) | $3=52— 51, х*(Ь— 51) =6}, (7) 
где 

$з = тах {5: $5 — $1, Х* (5) ==0}. 

Теперь рассмотрим для а, 620 и Ё>0 условное броуновское 
движение Одь = [х* ($): $$, Раь(В)=Р.{В|х (1) =6}] и обратим 
его, т. е. рассмотрим обратное движение Оёь = [х+ (1—$): $<Ь, Pap]. 
Исследуя условные распределения, легко устанавливаем тождест- 
венность Оаь И Ош. Так как #*(Ё) одно и то же для обратного 
и прямого движений, то (7) превращается в 

e=E, {tt (t-— 1) | tp = tg — Sp, xt (t2 — S,) = 0}. (8) 

С помощью той же идеи, которая привела от (6) к (7), можно 
привести (8) к более простому виду 

е = Ey {t* (s) | х* (5) =0}, $ = 52—51 = $2— 81, (9) 
ч10 уже можно вычислить при помощи совместного распределения 
величин {и х* (см. задачу 2.3.3): 

re p2e—b2/2s 

JUS И. у 

е = — =] (42—81). 10 91 ins Vo (32-31) (10)  
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Доказательство завершено, за исключением небольших пробелов 
технического характера, заполнить которые предлагается читателю. 

Замечание 1. Субмартингалы. Рассмотрим неотрицательный 
субмартингал ев: л> 1 относительно о0-алгебр В, = В. = В:= ..., 
т. е. пусть 0<е» измеримо относительно Ви, причем Ё (ет) <- со 
и Е (ет | Вл) > е (т> п). Докажем теорему о сходимости мартин- 
галов Дж. Л. Дуба [1: 286]: если У= Ир Е (ев) < + о, TO 

n> 

P {cywjecmeyem @o = lim én}=1 u E(eo)<y 
п} -Еоо 

Рассмотрим для доказательства [>>0; n,=min {n: en =0}; 
п = пи {п: п> п, е 21}; ng=min{n: nn, в =0} и т. д. 
Пусть == означает число раз, когда ет: т << п пересекает снизу 
вверх полосу от 0 до [ (т. е. пусть == — число целых чисел 

Ne, Пи, Пв, ..., Меньших п), и пусть e=et+ >) t; (es —e;-1), Tae 

1 =1, если Е лежит в [0, п!] | (по, nal U (Mes п]. И &= 
в противном случае. Событие {й =1} состоит в том, uTO процесс 
е: П < не завершил свое текущее пересечение сверху вниз; это 
событие измеримо относительно В;-1, так что 

  

Е(е) = Е(е!) + >, Е (ВЕ (e:—e:-1 | Bi-1)) > 0. (1) 

Tak Kak 

(en п<п.; 

€ny =0<ep, п << П,; 

@=} en +ern—lna<en—l, Nec n< Ns; (2) 
Cn + eng — eng = — eng en—l, п<п<п,; 

em Ре — ena ten — eng < <ep—2l, nag<n<nNs; 
| De ee 

e<e,—tl, 

TO 

LE (4t) < E (en). (3) 

Iyctp [,>1,>0; ucnomb3ya HepapencTBo (3) для неотрица- 
тельного субмартингала (еи— И) \/ 0: п>1 вместо е: п» 1 и для 
[›—|/: вместо [, находим, что если ==— число пересечений снизу 
вверх процессом ет: т<п полосы от И до [5, то 

Е (++) <(6-— И) Е [(е— &) \/ O01 < (lg — 4) E (En). (4)
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Рассмотрим случай, когда У=Зир Е (#1) (=, lim E(én)) << + 0, 

и положим в (4) п{- со; тогда получается, что “процесс en: n>l 
пересекает снизу вверх полосу от J, No l, TOMbKO KOHeYHOe число 
раз, а из этого вытекает существование е»х = lim én. To, что 

nt о 
Е (ге) <, ясно. 

Частный случай этого — результат П. Леви [1: 128 — 130]: если 
функция е неотрицательна и суммируема, В! = В. = В; = 
и В— наименьшая ов-алгебра, содержащая (|) В», то 

n>1 

lim E(e|B,)=E (e|B). (5) 
n t +00 

Здесь ее, =Е(е|В„): п> 1 —неотрицательный мартингал, так 
что существование е» = т е„ ясно; и так как 

n t +00 

sup E {e,, én > 1} = sup EE (e| Br), én > l}=sup E{e, ael< 
n> n>1 n>1 

< Efe, supe, >l} 10, [t}-+ oa, 
n>1 

TO 

E(e, B)= lim E (em, B)=E (eo, B), BE Bn, nol, (6) 
т {Ес 

что завершает отождествление е» и Е(е|В). 
Дубовское неравенство для субмартингалов [1: 280] 

Р {тах е, > < [Е (е,) (7) 
k<sn 

содержится как частный случай в формуле (3); но мы приведем 
прямое доказательство. 

Рассмотрим событие Аь, состоящее в том, что е; <] (<), 
а ев > [; тогда A,€ Br, А; | Ак= © (< Е) и 

Е(е,)> Е(е» U Ax)= > E (em An) = 
k=1 k=1 

= 2 E(E (én | Ba), A> 2 E (ex, Ar) > 

l 2 Р (Ак) =[Р {max é, > l}. 

Замечание 2. Хаусдорфова мера и размерность (см. Ф. Хаус- 
дорф [1]). Если дана непрерывная функция # (РЕ1(Ё> 0), причем 
й (0) =0, то внешняя хаусдорфова h-mepa борелевского множества
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В на прямой определяется как 

Л (В)=Шт тЕ У А (1), 
210 n>1 

где нижняя грань берется по всем покрытиям „9 А» множества В 

замкнутыми интервалами длины ly =| An |<=(и> 1). 
\ является внешней мерой по Каратеодори, но, вообще говоря, 

Ю1 не представляется в виде суммы счетного числа борелевских 
множеств конечной меры. 

Если О<а<1, то мера /\, связанная с #(Ё=Ё”, —это мера 

\“ Хаусдорфа — Безиковича размерности ©; числа 

0, если /\°(B)<+o: 
dim (B) — a 

sup{a: \ (B)=+o0}, если /\° (В) = + <, 

1, если /\1(В)= + ©, 

inf {a: \*(B)<+o}, ecau (В) <- ©, 

совпадают, и их общее значение Чт (В) есть размерность Хаус- 
дорфа — Безиковича множества В. Мера /\!— классическая мера 
Лебега. 

2 Мера A" 3 ocobeHHO интересна: размерность стандартного 
канторова множества 

к, пл (5, 2) (5.2) (5. 
In 2/ln 3 

dim* (B) = 

равна ш2/п3, и /\ (КП ГО, Й) есть канторова функция. 

2.6. Формула Каца для функционалов от броуновского движения 

Прежде чем можно будет доказать глубокие свойства броунов- 
ских локальных времен, нам понадобится новый метод вычисления 
вероятностей; он содержится в одной формуле Каца [1]. 

Пусть ‚дана кусочно непрерывная функция k > 0. Рассмотрим 
аддитивный функционал от броуновского движения "(ДЕС w) = 

t 

= \ Е [х ($)] 4$; слово «аддитивный» означает, что выполнено пра- 

0 

BHJIO сложения 

8 (2) = ($) + (1—5, ш*), Е>5. (1) 
Пусть © — дифференциальный оператор 

(G°u) (а) = zu" (a+0)—k(a+0) u(a), (2a)
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определенный на классе таких функций иЕС (В), что 

b b 
= lu’ (6)—u' (a)t}— \ ku a= \ uw’ dé (a <b) (2b) 

для некоторого и” (= @`и), принадлежащего С (Ю\. 
Формула Каца утверждает, что для & > 0 и [ЕС(К') функция 

и=Е. ry e-at oF (t) f (x) dt ] ‘) (3) 
0 

является (единственным) ограниченным решением уравнения 

Формула Каца наводит на мысль о том, что передача тепла 
с остыванием — то же самое, что броуновское движение с уничтоже- 
нием частиц. В самом деле, если А (65) 4$— вероятность того, что 
частица будет убита в течение времени 4$, дойдя в сохранности 
до точки 6 = х($), то вероятность того, UTC частица не исчезнет 
вплоть до момента #20, при условии фиксированной траектории 
х ($): $<Ь равна?) 

—f (1 l [1—A(x(s)) ds] =e 10. (5) 
$5 

Поэтому вероятность того, что частица дойдет в сохранности из 
а в 46 за время &, есть 

g(t, a, b)db = Eq {e*, x(t)€ db} = 

= Eafe |x(t)=b} g(t, a, b)db. (6) 

В то же время, согласно формуле Каца, д“’— фундаментальное 
решение задачи 

д . 5; = G'u, (7а) 

u(-+0, y=f, (7b) 

которая описывает передачу тепла с остыванием. 
Перейдем к доказательству. Пусть и определяется формулой (3), 

а С, — стандартный броуновский оператор Грина, введенный в 6 1.4: 

eo V 2a|b—a| 

(Gaf) (a) = | ——— (6) do (8) 
Rl 

1) | (х) в таком интеграле означает {[х (#]]. 
2) Под [\ подразумевается непрерывное произведение. 

s<t
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тогда 

u—G,f=E. rf е—ои (Е "— 1) f (x) dt | — 

0 

=2. nt e~at ets 05) # (ds) F (x) dt | = 

ees 

| in
 

r
e
“
 

C
=
?
)
 

7
s
 

—
 >.
 

<>
 

>
 = 48) (х) dt | = 

>
 

=Б. a e-%8 Ru (x) ds | =Gyku. (9) 
0 

Перемена порядка интегрирования по времени в третьей и четвер- 
той строках оправдывается тем, что 

t 

eH 8.05) gp <1, (10) 
0 

Используя равенство (х— ®)Ц„=1, выводим отсюда сразу, что и 
удовлетворяет уравнению (4); ограниченность и также ясна; а так 
как решение уравнения ©’ = си выпукло вниз или вверх в зави- 
симости от того, положительно оно или отрицательно, а значит, 
или тождественно равно 0, или неограничено, то и— единственное 
ограниченное решение уравнения (4). 

Функции Грина являются классическим аппаратом для решения 
задач типа задачи (4); соответствующие факты приводятся ниже 
в форме, удобной для наших целей. 

При «< >0 уравнение ©'5=@аб имеет два линейно независи- 
мых решения О < в Ефи 0< Е {; их вронскиан В = 8. 62— 816 
постоянен (> 0); функция Грина 

С (а, 6) =С(5, а) = В ви (а) вз(6) (а<5) (11) 

удовлетворяет условию 32а \ @4<1; ии=2 Gfdb является 

ограниченным решением уравнения (4). 
Приведем краткое доказательство.
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Выберем в (3) такую функцию }, что | (а) =0 (а<5) и f(a)>0 

(а>5), пусть @аь= Ез [е`°*®® (ге (ть)] (а<<5). Функция и удовле- 
творяет соотношению 

{оо 

и (а) = Е‹ | e~atetF(x)dt | =gau(b) (<6). (12) 
Mp 

Для величин баь имеет место правило умножения: MpH a<E<b 

garger = Ea [e~*™e Elm) By [e~MbeE(ms)) — 

— в. (е “Чт (win) (д (ть (чт), win) = 
= Ey[e~*™be—E(m)) — ga, (13) 

(здесь т = и). Пользуясь этим правилом и учитывая, что и (5) >> 0 
и «—6‘’)и=]=0 (а), выводим из (12), что 

_ ab 

&1 (4) = him ob 806 (14) 

— положительное возрастающее решение ypaBHenua G'g=ag. Tor 
же метод можно использовать, чтобы построить положительное 
убывающее решение. Вронскиан В удовлетворяет соотношению 

  

b 
b . . 

В ‚=\ [226 £1— 218 52] 4 =0 (a<b), (15) 

поэтому он является константой (>> 0). Далее, 

2aB \ 646 =2а | в» (а) Je , db + g, (a) т gdb | = 

a -++oo 

=2[g2(a) | Фе. 46-+ в, (@) | 6,46 | < 
00 

а 

< ве (а) \ ви 46-е (а) 
== 00 

g,db<B. (16) 

5
—
5
 

Наконец, дифференцирование показывает, что и=2 \ Gf db 

является ограниченным решением уравнения (4), что завершает дока- 
зательство.
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Кац [1] использовал свою формулу для доказательства закона 
арксинуса П. Леви [2: 323]') для стандартного броуновского 
движения 

0/1 
1 ds 

Ро {тез {s: х ($) >0, s<t}<0}=— = 
д Vs (i—s) 

=aresin// 2, 0<t. (17) 

Рассмотрим аддитивный функционал {= тез {s: “> 0, s<t}, 
связанный с характеристической функцией ев, луча [0, +00), 
и пусть 6‘ = @ —Ве. Из формулы Каца следует, что 

со 

u=E, ( \ ео e Pas} (18) 
9 

— ограниченное решение уравнения 

(a—G@)u=1; (19) 
поэтому 

{оо 

и (0) = e- at df e-Bs P, {8 (t) Cds} = 
0 ©

 

0 00 

=2B"[ g2(0) | в. 46+: (0) \ grb]. (20) 
—0o 0 

Находим решения 

8 (6) =е" 2% (< 0), (21а) 

82 (6) = е= 72188 (b> 0); (215) 

в=У2=-+У2 (В (21c) 
1 

и (0) =—————. 21d 

ОУ ев ete) 
Формула (17) теперь немедленно следует из формул 

оо 

1 \ т пу (22а) 

и 
+ оо t 

её 

Veen л я 

1) См. другой закон арксинуса, также принадлежащий П. Леви, в за- 
даче 1.7.3. 

Пе 544. (225)  
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Имеется красивое применение формулы Каца к ВКБ-прибли- 
жению !). 

Если Rk стремится к + со на концах прямой, то спектр опе- 
ратора @° на [?(Ю1, 46) состоит из простой последовательности 
собственных значений 0>у, >у.>...|1—0; и при простом 
дополнительном условии ВКБ-приближение утверждает, что 

У 1- (@л)1 х площадь | (а, b): 5 +h (6) <IyI} (23) 
yn>¥V 

при у|— со. Идея Каца состоит в том, чтобы представить след 

У} е\"! в виде 
n>1 

t 

— вх (5)-1] 3 

\ Бо {е 0 | x(t) = 0} dl x (2nt)~*” (24) 
Rl 

и затем проверить, что это есть (21) \ ей (1) Ш при #—0 
В! 

(полное доказательство и другие приложения см. Кац [1]). 

Задача 1. Проверить соотношение 
оо 

  

  

dt e-t dtE, {e-B mes {s: x(s)>0, s<t} | x (t)= 0} — = 
Vent 

= —_—— — 9 Q, > 0, 

V 2a + У2(&-+ В р 

и использовать его для того, чтобы доказать закон П. Леви [2: 323] 

Py) {a<t'mes{s: x(s)>0, s<t}<b|x(t)=0}=b—a, 

t>0, 0<a<b<l. 

[2 [И 2=-+У2(@<-+В)]|"— функция Грина уравнения (19), вычи- 
сленная при а=ф=0; далее обратите преобразования Лапласа.] 

Задача 2. Доказать, что 

. 1 Е eB mes {s: x(s)>0, $<11}] — — > 0). 

[Используйте аддитивные функционалы ео и е,, соответствующие 
характеристическим функциям 6 ие, лучей [0, {+ со) и [1, + оо); 

  

1) ВКБ-приближение—приближенный математический метод, связывающий 
классическую механику с квантовой. При выводе формул этого метода пользу- 
ются асимптотическими представлениями решений обыкновенных дифференци- 
альных уравнений второго порядка с малым параметром при старшей произ- 
водной.—//Грим. перев. 

6—1209
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- 

положите 
{со 

и-Е, [| смо ео(х (0) | (а, В, у>0) 
0 

и заметьте, что 
п 

lim lim 4(0)= Eo [ \ e~ Poe, (x(t) dt | = Bt [1 — Ey (e~Pe0(™))). 
aLO0yt+oo 5 

Из формулы Каца следует, что и (0) можно представить в виде 
со 

2¢,(0) BO \ g.db (6'g=ag, 6 =G—fep— yey). 
0 

Далее получите следующие формулы: 

1 (6) =е"2% (5 < 0); 
е- "9+1 (b>1, вс=а- В), 

52 (6) = ch V26(1—6) + “525 (1—6) (0<b<1); 

= Иза+У © = во +[ 2 (1+1) -+У |135; 
Bt _ sh 20 o+ych V2o—1 e—V 2(0+y) 

2 У VF V 20 V2(o+Y) 

2.7. Бесселевские процессы 

Чтобы лучше понять броуновские локальные времена (см. $ 2.8) 
и броуновские экскурсии (см. $ 2.9 и 2.10), мы предварительно 
изучим так называемый бесселевский процесс. 

Рассмотрим стандартное 4-мерное броуновское движение 
= [r (t) = (x, (f), x2 (t), ..., ха (1)): 20, Р.], где координаты тра- 

ектории представляют собой независимые стандартные одномерные 
броуновские движения, а Р. (В) —вероятность события В как 
функция начальной точки х (0) 4-мерной броуновской траектории. 

Пусть Ё>> $; если В, =В {5 (0): 0<$}, то в силу независимости 
и марковского характера одномерных броуновских движений, 
являющихся отдельными координатами многомерного, имеем 

(a= £(s)) 
—|b—al2/2 (d—s) 

(2n (t —s))4/? ay) 
a=(Q, 2, ese, аз), b= (by, be, os ey ба), 
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|b—al=V (6,—a,)? + (62—a2)? +... +(ba— au)’, 

db = db, db. coe ба. 

Так как d-mepHoe гауссово ядро &(Ь, а, 5) = (216) —@®/2) е-|6-а [8/2 
является фундаментальным решением уравнения 

Ou | 1 02 02 02 

эр би, в=5А= (ян +. Ноя): 
то В— простой марковский процесс, находящийся в таком же 
отношении к в =4А12, как в одномерном случае (см. 5 1.4; еще 
о 4-мерном броуновском движении см. гл. 7). 

Перейдем к бесселевскому процессу D* = [r (t) =| xr (¢)|: £>0, P.] 
(в случае 4=1р— это броуновское движение с отражением). Из 
формулы (1) ясно, что при Ё>> $ имеем (а=#($)) 

ег Ва Р/е- 9 

(2л (#—5))/2 '’ (2) 
  P, {r (t) << 6|B,} =P, {r ((—s) <b} = \ 

16] <ь 

это функция только от 71(5$)=|#($)|. Замечая, что алгебра 
К. = В {/ (0): 9<$} содержится В., получаем 

P, {r (t)€ db| Rs} = Ра" (1—3) 6 46} = 
= 5+ (1—$, а, 6) 46, а=тг($)=|«|. (3) 

Здесь 

gt (t, a, b)= \ (2л#)-4/? eo lbO—a(t, 0, ..., 0912/2 yn pd-1 1) = 

54-1 

= (2nt)~4/? e—(a2-+o2)/21 \ e-(ab/t) cos ® oht-1 2) — 
gd-1 

= tte~ta4029/2t (ab)'4? Taps (Z) 6449), #>0, а, 6>0, (4) 

— фундаментальное решение задачи 

ди 170% , d—1 du 
зЕ=3 (3+5), o> 9 (5a) 

. d- Ou 

(см. задачу 1). Говоря коротко, бесселевское движение —это мар- 
ковский процесс, находящийся в том же отношении к бесселев- 

1) ое 54-1, единичной сфере; 40— элемент поверхности на $9-1, 
2) 9 — угол между о и (1,0, ..., 0) 
3) [4 /2—1-— обычная видоизмененная бесселева функция. 

6*
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скому оператору 

+ == > (5 ate © )= радиальная часть оператора ®= (=) A, 

(6a) 
определенному на области 

D(G*)=CI0, +.00)N{u: GUEC[0, +00), limb**u’(6)=0}, (65) 
как в одномерном случае (см. $ 2.1)1). 

Формула (ба) наводит на мысль, что 4-мерный бесселевский 
процесс г—это стандартное броуновское движение 6, подвергнутое 
сносу со скоростью (4—1)/2, т. е. что он должен быть реше- 

нием уравнения r= o(+$zt 4$/г ($). Это верно для 422 

(доказательство и добавочную информацию см. Г. П. Маккин [3]; 

а—1 

2 

Пип (2е) 116$ {5: г ($) <&, $<В (см. Г. Ц. Маккин [6]). 

Локальный закон повторного логарифма А. Я. Хинчина 

  это также верно для 4=1, если вместо 45/г ($) взять 

o
C
"
)
 

<
 

Lz (5) | 
Po fim 26 Ing 1/8 =1}=1 (7а) 

(см. $ 1.8) и гёльдеровское условие П. Леви 

1800-#9[ _ 
Po (По уетнй V25in1/6 _ =1}=1 (7b) 

(см. $ 1.9) также выполнены для 4-мерного броуновского движе- 
ния. Это можно легко доказать, используя тот факт, что проек- 
ция 4-мерного движения на прямую в В“ есть стандартное одно- 
мерное броуновское движение, и очевидную оценку | #| = sup I(t, en) |, 

> n= 

где ЕР“, а е,(п>1)—счетное всюду плотное множество на 
поверхности единичного шара. Поскольку распределение наиболь- 
ших изменений в #(Р) (1<1) изотропно по направлению, те же 
законы выполняются также и для бесселевского процесса: 

  

а - ЕЦ: | Ро ть 1} 1 (t>0); (8a) 

м МЫ) — 
Po {eit V2dIn 1/5 Г} =1. (8b) 

1) lim 59—1и/’ (5) =0 выполнено автоматически при 4 > 2; см. § 4.6. 
b
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Цель наших следующих рассуждений — показать, что траекто- 
рия d-mepHoro (d>2) бесселевского процесса не достигает точки 
г =0 при положительном #: 

Ро {г (#) > 0, #>0}=1; (9) 

достаточно рассмотреть двумерный случай. 
Для доказательства рассмотрим два круга |а|=аи |6|=6>а 

с центрами в 0, возьмем точку г в кольце между ними (а <|# |< 5), 
опишем около нее маленький кружок |у—#|=с, содержащийся 
в кольце, и пусть е—момент шш{Е |#(Р)—#|=с} выхода из 
этого кружка для броуновской траектории, начинающейся в точке 
2 (0) ={. Так как вероятность Р, {6 (е) Е 45} не меняется при вра- 

щениях вокруг точки {, это должно быть равномерное ‘распреде- 
ление 40 на окружности |у—{|=с, а так как броуновская частица 
начинает движение заново в момент и, то функция радиуса 

p (|r|) =P, {ita <my}, (10) 

m, = min {¢: |r (¢)| =r} = min {t: r(f) =r} 

удовлетворяет соотношению 

РЕ = Р; {ть (6) < ть (в) = | р (ро, (11) 
то есть эта функция является гармонической (Ар =0) в кольце. 
Но приведенное выше рассуждение о проекциях показывает, что 
p(a+0)=1 u p(b—0)=0; поэтому 

In (6 
P= Ee а<г<6. (12)   

Формула (9) следует теперь из соотношений 

Ру {ть < оо} = Шп НР, {по < mo} = 
1 --со а} 0 in (b/ 

=lim im 0 (Е=г>0) (13) bt4+eoayo In(b/a) — 

(см. другие методы в задаче 3, а также в задаче 4.6.3). 

Задача 1. Провести подробно вычисление g*(t, a,b) B (4) 
и дать прямое доказательство того, что &5* (т, а, 6) — фундамен- 
тальное решение задачи (5) (еще об этом круге вопросов см. Кар- 
лин и Макгрегор [5: 9—11] и задачу 4.11.2). 

Задача 2. Дать полные доказательства законов (7) и (8), 
используя указания, данные в тексте.
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Задача 3. Дать прямое доказательство формулы (9) для 
4>3, аналогичное доказательству Дворецкого — Эрдёша — Каку- 
тани недифференцируемости одномерной броуновской траектории 
(см. задачу 1.4.7). 

| Po {уравнение г(Р =0 имеет корень при некотором 1<#<2}< 

< Po (0 on «ат М {|= (=) | < Из} < 

} < lim п (пл a? 0. | 
nto пл 

2.8. Стандартное броуновское локальное время 

Пусть даны стандартное броуновское движение х и точка аЕ К"; 
пусть хё — броуновское движение с отражением хё (К =|х(—а|, 
пусть 1 — соответствующее локальное время, и пусть +(1, а) = 
= (1, а, и) — стандартное броуновское локальное время в точке а: 

(0, 1< И; 
t(t,a)=4 1, 1 

) ве Ли) E> mM. ( 

Функция +(1, а) для каждого отдельного а— неотрицательная, 
непрерывная, возрастающая и постоянная вне множества посеще- 
HHH За={Е х=а}. 

Как будет показано ниже, функция # может быть изменена 
так, что она станет непрерывной no nape (t, а) Е [0, +00) Хх К*, 
и для этой измененной функции 

+ (6, а) = Па Пе SAK SSH 450, aeR} (2a) 
bla 2(b—a) 
  

b 

2\ + (2, E) dé = mes {s:a<x(s)<b,s<t} t>0, a<b; (2b) 
и а 

+ (Е, а) =+ (5, а) Н+(Ё— $, а, 9), s<t, a€R', (2c) 

для всех броуновских траекторий, за исключением множества 
меры 0. Сначала докажем предварительный результат в направле- 
нии формулы (2а): 

P|     

mes{s;a<x<b,s<t} eV 5—2) АЕ, а) |> 6} <const 82’ (3) 

t>0, e=bd—a, a<b.
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Рассмотрим только случай а=0 (общий случай оставляется 
читателю в качестве упражнения); достаточно проверить оценку 

D(t) = Е, [|(2=) 1 тез {5: О<х< в, s<t}—t(t, 0)|?] <const-e УЕ (4) 

и затем использовать неравенство Чебышева. Имеем: 

1 t 
Ес [# (Е, 0)?] = 4 Во [1 (Р)?] = = A; (5a) 

(2e)? Ey [mes {s: 0<x<e,s<t}?]= 
f ‘ о —а3/20 ,—(b—a)2/2(s—0) 
  

  

& 

= (2e)-? 2 \ Е —_ (2e) ds \ ao | da db Ta Е 

t 8 1 

1 do Е1 ( 46 _ _Ё _ р. 
Sie ds Va(s—c) 4 = \ Ува—в) _ 4 = 8: (9b) 

2 (22)? Eo [t (¢, 0) mes {s: O0<x<e, s<t}]= 
t t 

1 \ dsE, {ti (t), 0<x(s)<e} =e \ 45Ео {8 ($), О<х< а} + 
0 0 

    

  

+e% dsEy(0<x(s)<e8, Exsy (t§ (¢—S))} = 

=e} ds da b db пе "И" 

+e | ds Se of Views e-— 2/20 dg x 

ares —b2/2(t—s—o) 
x2 \ b db GSS =C. (5c) 

0 

Дисперсия Р ограничена сверху величиной А = A+ B—C, mpnuem 
Д — возрастающая функция от Ё что можно видеть из ее преоб- 
разования Лапласа 

{оо 

\ e-“tA dt = 
U 

Че \ (Ie 28°) (2-е 734) да. (6) 
0 

1) См. задачу 2.2.3.
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Поэтому 
{оо 

D<a<+ \ eA ds <3e V2 =, (7) 
t 

и доказательство закончено. Теперь мы можем отождествить + (&, а) с 

lim 2” mes {s:a<x(s)<b,s<t}. 
b==a+2 

bla 

Отсюда получаем (25) сначала для каждого отдельного #>0 
И a<o, а затем для всех #>0 и а< сразу, потому что инте- 

грал О &) 4Ё монотонен и мера тез {3: а«х<Ь, $< 1} моно- 
а 

тонна и непрерывна по тройке (1, а, 6) [0, + со) х В?. В частности, 
предполагая, что +(#, &) —непрерывная функция от &, получаем 
отсюда (2а) и (2с), а также 

Po {lim (2e) mes {s: x¢}<ce,s<t}=tt(t), t>0}=—1, (8) 

что нам нужно для леммы о пересечениях сверху вниз из $ 2.4 
и для подтверждения формулы (2.2.7). 

Г. Троттер [1] дал первое доказательство того, что функция 
+ (1, Е) непрерывна на [0, { со) х А*. Используя формулу Каца, 
он получил 

  

  

— |t(t, 6)—t(t,a)| _ — 9 
Po м, V6 In 1/8 =0, :>0} ! Wa) 

И 
_ t(t, a)—t(s, a) — — 1]. 9b 

Pe ae V 6 (in 1/8)? о 5 ми и 

впоследствии Э. Бойлан [1] получил тот же результат, упростив 
выкладки. Затем Г. П. Маккин [4] получил формулы 

Tro, 1t(t, 6) —t(t, 0) | Vt, — 10 
Ро jim V61n21/d <2 Vt 0} un) 

  

  Pof Tim НР соущахке а) 9} =1 (10) 
b—a=6 40 Vin 1/8 a€R1 

a<b 

для каждого отдельного #>0, использовав выражение # через 
стохастический интеграл, найденное Х. Танака; а немного позже
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Д. Б. Рой [4] доказал, что неравенства (10)— лучшие возможные 
(т. е. что в обоих внутренних неравенствах выполнен знак =). 
Рэй обнаружил, что если х— стандартная броуновская траектория, 
начинающаяся в 0, остановленная в момент ии первого достиже- 
ния точки |, и если --(т, [а, 6)) —число раз, когда она пересе- 
кает в направлении сверху вниз полосу от 6 до а< 6 до момента 
[< ии, то для 2">] >Е>0 величина = (пи, [(Е— 1) 2”, Е2”)) 
является суммой = (ии, [(71— 1) 2”, ]2"))+ 1 независимых экзем- 
пляров величины -{- (1.,-п, [(Е —1) 2", к2")), причем эти величины 

также независимы от = (пи, [(/—1)2-", 12")), и таким образом 
[+= (ии, (2—1) 2”, ^2-")): 0 < Е<?", Р‚ — цепь Маркова. Но 
в соответствии с леммой $ 2.4 о пересечениях сверху вниз 
2" (пи, [(Е—1)2", Е2-")) должно стремиться к # (ии, а) (Е = [2"4], 
п1- oo). Поэтому процесс [+(пи, а): О<а<!1, Р.|] также должен 
быть марковским. И в самом деле, Рэй доказал, что этот процесс 
можно выразить через двух- и четырехмерные бесселевские про- 
цессы $ 2.7 следующим образом: 

  

+ (и, а) =0, аз = min x(t); (11a) 
t<™my4 

Ро {6 <} =, с<0; (115) 

(ши, ад = 7-9, b<a<0, (11c) 

где г,.— четырехмерный бесселевский процесс, начинающийся в 0 
и не зависящий от 6; 

г (1 — а)? 
+ (#14, а) = 9 , О<а<1, (119) 

где г. — двумерный бесселевский процесс, начинающийся в 0, взя- 
тый при условии, что в момент | он находится в точке г,(— 6). 
но не зависящий от г, и от 6 другим образом. Из приведенного 
выше описания и формул (2.7.8) сразу следуют строгие законы 

бью  УБвий 2 Ут, 0} С 
    

  

  Ро { fim [ity atm, a1 _ 9 Wimaxt am, a)} =1. (12b) 
b—a=6 | 0 Vs In 1/8 а<1 

a<b 

Ф. Б. Найт [2] получил аналогичный результат, используя вместо 1: 
обращенное локальное время :!(Ё) = пит {з: 1($, 0) =#}. Доказа- 
тельства мы здесь не даем, но в приведенных ниже задачах 5 и 6 
читателю предлагается доказать (119).
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Формулы (10) (со знаком = вместо <) и несколько усовер- 
шенствованная формула (95) доказываются ниже при помощи дру- 
гого результата Д. Б. Рэя [4]. Этот результат состоит в том, что 
если е — экспоненциальный случайный момент с условным законом 
распределения Р. {е > ЕВ} =е-!”?, то для любых а, БЕК! услов- 
ные локальные времена [t(e, §): EE R1, Pay (B)=Pa{B| x (e)=)}] 
можно описать следующим образом: 

  

#(е, Е) =0, Е<с=шшх(й) (13a) 
t<e 

Pay {C << &} = e208), E<a A Ob; (13b) 
—2§ 25 pac t(e, £) = е rate e2c)2 с скЕхаль, (136) 

где г, — четырехмерный бесселевский процесс, начинающийся в 0, 
не зависящий от с; 

—2t. /,2&  ,2aAdypo 
t(e, E)=— га (2 j ``) дляЕЁ между аиь, (134) 

где г, — двумерный  бесселевский — процесс, начинающийся 
В /^ (е2°^5 — е?°), но не зависящий от г, и с другим образом; 

  

of 

poe aVo<t<d, = (13°) 
где г, — другой четырехмерный бесселевский процесс, начинаю- 
щийся в 0, взятый при том условии, чтобы он совпадал с +(1, Е) 
при &=а \/ 6-0, но не зависящий от 4 = тахх (1), го, с и ста- 

2B. (a 
t(e, 5) = orale 
  

t<e 
рого г, другим образом; наконец, 

Раь {4 > 8} = 2-26-59, Esa 6; (131) 
t(e, &)=0, Edd. (13g) 

Доказательство марковского свойства процесса [+(е, &): EE R', Pas] 
основывается на том, что остановка процесса в экспоненциальный 
момент времени влечет за собой применение к распределениям 
преобразования Лапласа, переводящего свертки в простые произ- 
ведения и гауссово ядро в функцию Грина, которая также является 
произведением. 

Первый шаг состоит в проверке того, что, если {— аддитивный 
функционал, соответствующий неотрицательной кусочно непрерыв- 
ной функции f, TO 

Eas (е- №) —0 ae" 
ав {еб 7 | (е, 5) =0} = — п-а-виЕаГ Х 

x [ G(a, 6) - SESE) (14а) 
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для & не находящегося между аиёб; и 

  Езь {е-®) |+ (е, &) = t} =е®-Н+-а га, С a 5) o-tIG(t, 83-2) (14b) 

для всех € (f>0). 3necb G(a, 6) =G(b, a)=g; (a) g2(b) (axb)— 

функция Грина оператора 1/,— 6° (G' =G —f). 
По формуле Каца, если е_э»ь— характеристическая функция 

множества а<б, то 

и (а) = Ес {е-!®), х (е) < 6} = 
оо 

=> E, | \ e-t/2e-F ite _ op (x) dt | == \ С (а, с) ас; (15) 
0 c<b 

а так как 
оо 

1 e—(b—a)2/2t elb—a| db 

Ра — — —t/2 — Ы——б,у {x (e) € db} => \ и 5 (16) 
0 

то отсюда следует, что 

Eqn [e-f()] = Eq {e-F() | x (e) = 0} = 2е®-—чС (а, 6). (17) 

Пусть даны ЕВ! и у>> 0; прибавим к { характеристическую 
функцию полуинтервала [&, 1) (>>), умноженную на у/2 (п— &), 
и положим 11Е; тогда измененная левая часть формулы (17) стре- 

мится к Еаь [е-®)-—"@,5] в силу формулы (3), а измененная функ- 
ция Грина стремится к!) G(a, 6) —yG(a, &) С (Е, 6) 1- УС (5, &))7, 
что доказывает формулу 

—1(е)—уКе, Е)] — орь-а __ G(a, &)G(E, 5) Eqn [e-F@—v@, ] = 2е№-ч | С(а, 6) —\ ЕЕ ], у>0. (18) 

При у+-- со выражение (18) стремится к 

Exp {e-f(), t(e, £) = 0) = 2e-41 [ G (a, 6)— eee 9]. (19а) 

Вычитая (19а) из (18) и обращая преобразование Лапласа по у, 
получаем 

—f — 9p|b—al G(a, §) G(E, 5) ИС, В). Евь{е—'®), +(е, Е) >t} = 2e (Е, Е) е (19Ъ) 

  

  

  

1) Измененная функция Грина С, удовлетворяет уравнению С, (а, 5) = 
nN 

=G (a, b)—(y/n—&) \ С (а, с) С. (с, В) ас; устремляя М к ё и решая уравне- 

ние, получаем выписанный результат.
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В частном случае, когда }=0, формулы (19) превращаются в 

Pap {t (e, £) = 0} = 1 —eldal-1b-81-I8-al; (20a) 
Раь {+ (е, Е) > В} = elb—al—lb-I—-lB—-ae— 28, (205) 

откуда следует (14). 

Поскольку 1(е) =2 \(е E)F(E) dE, для доказательства мар- 

ковского свойства условных локальных времен достаточно прове- 
рить, что аддитивные функционалы {+, соответствующие функ- 
циям 

f (n<6), 0 (n< 6), 
|0 и>9 й №21 (>58, 

независимы при условии, что фиксировано + (е, Е); а так как броунов- 
ское движение инвариантно относительно переносов и отражения 
около начальной точки, можно взять &=0 и а<. Используя 
формулы (12) и тот факт, что Раь {+ (е, Ё) =0} =0 для & между а 
и 6 [см. (20а)], можно упростить задачу и проверять только сле- 
дующее: если @., — функции Грина, соответствующие функ- 
циям |+, ТО 

G(a, 0)G (0, 6) _ 
  

    

    

G (a, b)— G0, 0) 

__ 220-4) Г (_ (а, 6) —(_ (а, 0) G_(0, 6) С. (а, В) —С. (а, 0) С. (0, Ь) 
~ [— e724 | С_ (0, 0) | [ G, (0, 0) 

(21a) 

при О<а—< 6; 

б (а, 0) (0,5) _ ыы О- (а, 0) G_(0, 5) Gy. (a, 0) G, (0, 6) 
о, И ео, бр ^ 6.0.08 (10) 

И 

[G(0, 0)]-1 = [G_(0, 0)? + [6 (0, 0) —2. (21c) 
Но @- есть произведение функций 

0); 81 (1) (и< 0) (22a—) 
g1(0)chyn+g,(0)shn (n>0) 

И 

81 (0) &› (1) — 8: (1) &2 (0)— а, (0) а> (п) — &1 (1) &»(0) (м 5 os , 

en (n> 0), 
деленное на их вронскиан 

81 (0) =, (0), (23 — )
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а С, — произведение функций 

ей (п< 0); 
(22а--) 

81 (1) &2 (0) — 51 (0) 82 (п) -{ &, (0) 22 (п) — &1 (п) а, (0) (п>0) 
И 

82 (0) сп ч- а. (0) 569 (< 0); 
(22b+) 

деленное на их вронскиан 

22 (0) — g, (0). (23+) 
После соответствующих подстановок и преобразований из формул 
(22) и (23) получаем (21с). Формула (21Ъ) очевидна, потому что 
обе части являются решениями уравнения @°’и=и/2 как функции 
от а или от $ по каждую сторону от 0. Формула (21а) оставля- 
ется читателю. 

Используя (14), вычисляем далее Раь {e-vE(e, 0) | ¢ (e, Е) =#} для 
Е<т<а/ЛЬиЁ=0и для Е<т<а\/ би > 0. Для этого под- 
ставляем в (14) вместо G 

1 —1 | 5—|b—a|__ У у) —~{b—nl—|n—-a] 1 7 @ 3 (1+7 e—lb—nl—In |1) 

и получаем 

Евь{е-—\ © 1 ¢ (e, t) = 0} = STC") | E=n<a fb: 

  Q= A(&)=14$[1—e-20-8), (24a) 

а при #>0 

Баь {е—" ©, т |+(е, Е) =8} = 

A-te-tve2(-8/a E— 1 между а и 6. 
— A-ze—tye2(—8) a Ex<n<a Л b. 

Поскольку Раь {1 (е, &) =0} =0 для Ё между аифБ, то для дока- 
зательства формулы (134) достаточно использовать марковское 
свойство условных локальных времен и двумерного бесселевского 

(24b) 

1) е-6—“/0 — функция Грина оператора 1/› — @; см. строчку над форму- 
лой (18) и сноску на стр. 91.
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процесса г. и проверить, что для Ё и ч>>& между а и 6 формула 
(24Ъ) согласуется с формулой !) 

‚—-—82/2(е21—е2%) —уе— 27 |512 e-ve 191/245 — 

On (e226) 
  E, [e~ve~ 2Mr2(e2 9 e282) \ 

R2 

2e2 My 72/2 (e2Nane 2b +202 
— ет ету re/2(eeN—eSe-+2e00/¥) (25) 

(2 == го (225 — е2°/^5)). Что касается +(е, &) для Ё<а ЛЬ, то из 
независимости с и г, и из того, что Ру {7, > 0, > 0} = 1 (см. § 2.7), 
следует, что процесс г [(е2$ — е?°) \/ 0] — марковский; и доказатель- 
ство формул (13а), (135) и (13с) завершается сравнением формул 
(24а) и (245) для Е<ц<а ЛЬ с формулами *) 

Рь {<> 1|с > &} - Е {с < т, еее с} = 
n 

64 2 г 28-14] _ 
2-9 ‚ м0 
  

=0-— ел-5 у 1-4“) (26а)   

И 

г—18-#12/2(е21-е2%) 
  E, [eve 2 rae?" е2 3/4] — \ eve 27/274 p — 

2 (лете р 
2 

(ет я 2 етот вает) (26) 
е“"— е е“П7у 

([е| == и (е2 — е*)). Используя марковское свойство условных 
локальных времен и очевидную инвариантность их распределения 
относительно отражения около &=(а--65)/2, получаем формулы 
(13е), (13Р) и (135). Из формулы (2.7.8) выводим 

Дю У Vile у} (27а) 
  

  

= [Е (е, b)—t(e, a)| о тах + (е а) — | 97b 

Pot, Ti Пури Ищет © 
1) Здесь Е, означает математическое ожидание, относящееся к двумер- 

ному бесселевскому процессу. 
2) Здесь Е» означает математическое ожидание, относящееся к четырех- 

wean процессу, а с не зависит от 7, H имеет распределе- 
ние (135).
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откуда вытекает (по теореме Фубини), что для некоторого положи- 
тельного момента времени выполнены соотношения (10) (со зна- 
ком =). Но производя изменение масштаба х (#) —> сх (с?) (с > 0), 
превращаем +(1, а) в с#(Ё/с?, а/с), а утверждения (10) превраща- 
ются в соответствующие утверждения для момента #/с?; поэтому 
(10) выполняются (со знаком =) для всех положительных момен- 
тов времени. Попутно мы получаем 

Ро { (Е, &) > 0, min x(s)<§ < max х (5), t>0O}=1, (28) 

что немедленно следует из равенства Ру {га >0, Е>0} =1(а= 
—=2, 4). 

Так как 

+ (1, а)= Ит 271165 {$ :а<х< в, $<В, (29) 
=a+2—7 

bla 

TO 

+ (5, КЁ 8), s<t, €€R'. (30a) 
Из формул (10) и теоремы Фубини получаем также, что 

+ (1, Е) — непрерывная функция от Ё для любого = 22" > 0. 

(30b) 

Так Kak t(s,&) как функция от $ постоянна вблизи $=1 при 
E= x(t), To 

fim |t(t, 6)—t(Z, a)|<t(f+0, &)—t(t—0, 8, — (305) 
о 

[>0, ЕЕЁК:. 

Поэтому для доказательства непрерывности + (Е, Ё) на [0, { со) х К! 
достаточно проверить, что 

—_ t(2-", E, wt 
P, 4 lim max А 

nttoorc2n 2—п/2 п 
ЕЕВ1 

  

_и) 
2 <in4}=1, (31) 

и применить теорему Асколи в сочетании с (30а). Можно исполь- 
зовать равенство (31) для улучшения оценки (95) до следующей: 

  

Ро {tim V6 1n 1/8 } (32) 
sct<i 
ЕЕВ1 

(прилежный читатель сможет это проверить). Формулы (2а) и (2с) 
выводятся из полученных результатов так, как было сказано 
ранее.
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В силу гёльдеровского условия для стандартной броуновской 
траектории ($ 1.9) для доказательства формулы (31) достаточно 
проверить, что при 0 > Ш4 

Qn —= Ро {max ¢(2™, 5, Ио -п) > 02-"/2п, x(2-", Who—-n) > 

> —V32-"n In 2 daa Hexomopozeo R<2"} (33) 

является общим членом сходящегося ряда; а это можно сделать, 
используя изменения масштаба в стандартном броуновском движе- 
нии x(t) —> cx(t/c?) wu рэевское описание условных локальных 
времен. Имеем: 

о, <2”Р, {тах + (2-", Е) > 02—"/2п, х (2-") > —2.2-т2 Уп} = 
E<0 

=2"P, (max ¢(1, E) >On, x(1l)>—2Vn}\< 
< 

<2"E, {max t(1, &) >On, eA} e2Vrn< 

со 

<2”+е2УтЁ, { пах # (1, E)> On, (2 Ve)? \ e—lb—x(1)I db} = 
E<0 . 

= 27+2е2У тр, {max t(1, E) >On, e>1, x(e) >< 

<2"+2e2V mp, {max t(e, §) >On, x(e) > OS < 

<2r+2e2V np, {max [их (#)]? > 40%} < 

< 2742 "р, (max [x (t)]? > Ons< 

<2Q"+5e2 Vnp, (max х (6 >И бп} < 

  

е—9т/2 

<const-2"e2Vn Von <const-e-&* (0<6<(0—1n4)/2). (34) 
п 

Задача 1. Проверить, что существует 

1 

\ dt/x(t) = lim J ах (1. 
0 0 [кре 

{оо 

[ \ ах (Ё) =2 \ [+(1, 6)—#(1, —6)] 46/6, что сходится при 

t<1 = 
|x(t)|>e 

ё10, поскольку |+(1, 6)—#(1, —6)|< У (610).]
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Задача 2. Рассмотрим За = {:х=а}. Использовать формулу 
(32), чтобы доказать, что Рь {т (3) >1'/., аеЮ\} =1 (см. заме- 
чание 2.5.2 по поводу определения размерности; см. также (2.5.3) 
И задачу (2.2.4). 

[Пусть В<1,; из (32) следует, что +( а)—+($, а) < 8 
($<1<1, ==#—$10, аЕ К); это показывает, что 

\ВЗа > /\ВЗа П 10, И» Ц а), ае В"; 
и доказательство завершается применением формулы (28).] 

Задача 3. Доказать, что случайный процесс [+ (ть, 0):6 > 0, Ро] 
имеет независимые приращения, и вывести формулу Леви 

| и” dl Е le” (ть, %) — (ab + 1) = exp | _—_ \ [1 —e-al} e—t/b > 

0 

[Tak Kak t(mp, 0) —+(то, 0) =+(мь (и), 0, и.) (6 <а, м= ма), 

а + (ме, 0):с<а измеримо относительно Ви +0, ТО независимость 

приращений вытекает из того, что броуновская частица начинает 
движение заново в момент ш в точке х(т)=а. Для вывода фор- 
мулы Леви рассмотрим функцию 

е (1) =е (а, Г) = E, [67% 0). 

Используя то, что +(&, 0) =+($, 0) ++(Е— $, и) (Е> $), выводим 

е(1--г)=е (1) [Е {ее 0, пу пик} + Ри {ttre < mo} = 
=e() [pezei+e)+ | 

et (1) = Ни СО _ __ pig (ty) 11 —e (YY. 
210 € 

Решая это уравнение, получаем 

е (1) = [с («) 1-1], с = >0. 

Так как изменение масштаба x(t) —> Вх (ВР) переводит ии 
в В?мы, а + (1) в ВЧ (82+, В/), то ясно, что с (<) = Вс (®/В) = 
—= Вс (1) (В=оа), и, чтобы завершить доказательство, достаточно 
ВЫЧИСЛИТЬ С =С (1). Дифференцируя е = [ас!- 1]"* и устремляя & 
к 0, получаем 

  

Ео [+ (пи, 0)] = с. 

С помощью формулы (м= ин) 

Ео [# (та, 1] = Во [# (ии (ми), Ь мн )] = Ви [+ (пи, 1] = Бо [+ (пил, 0)] 

7—1209
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находим 

1 1 

с=2 \ cl dl =2 ( Ep [t (nz, 0)] dl = 
0 0 

1 оо 

2 \ Ey [t (my, 1)] dl = Ey [2 \ (my, 04| = 
0 0 

= Ео [тез {#{: х(Ё>0, < ии} = 

+00 +00 
= \ Ром > х(0>0} = \ РГ (д < 1, x()>O}dt= 

0 0 

оо 1 b 

— —(2b—a)2/2t | at do \ da2 re 1; 

причем на последнем этапе используется задача 1.7.1.] 

Задача 4. При фиксированном 6 >0 [t(t?(f), 6):t>>0, Po} 
есть однородный процесс с независимыми приращениями с мерой 
Леви 6`?е-И (>> 0); здесь #1 (РЁ) —обратная к +(, 0) функция, 
т. е. #1( = шт {$:1($, 0) =1}. 

[Чтобы доказать, что +(#*, 6) —однородный процесс с неза- 
висимыми приращениями, воспользуйтесь тем, что #1 (1) — мар- 
ковский момент, и примените правило сложения #'(Р =ш-{ 
#1 (1—3, ши) (> $, ш=Е! ($)). Что касается меры Леви, то 

{со 

у = Бо | \ e—ato—pt tm"), b) dt | — 

0 

оо ть 
=Eq[ | e-ate. o e-ate. в (ав, 0) | = [ \ еле + (dt, 0) ] + 

0 0 

со 

+ Eo fe~ atm, 7 Еь | \ е-о (Е, 0) е-ВНЬ, b) 4 (dt, 0) | — 

0 

= a 1Е\ [1 —е eat (My, +44, [7% (MO) Fy, [eB CM o> DT wy, 

С помощью результата задачи 3 найдите, что у = [&-- В (ВБ -- 1)-1] 1. 
Затем обращая преобразование Лапласа, получите 

{со 

—t | [1-e-Blyp—e—!/bar 
E, [e~8t EW, b)] = em tB(BO+1)-2 = @ 0 ,
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< 

что и утверждалось. Поскольку \ ое < - со, этот процесс 
0 

имеет конечное число скачков до момента Ё=|, что также ясно 
из того, что броуновская траектория х(Р):1<1 не может пройти 
бесконечное число раз из 0 в 6.] 

Приводимые ниже задачи 5 и 6 содержат доказательство рэев- 
ского описания (11d) mpouecca [t (my, &):O<E<1, Pol. 

Задача 5. Проверить, что 

Eq [e7 Vt! Ma bum vek mts, ba)—- nt (ML, Endy 

для 0<у.,...,\, О90<&<...<Ы < Ти nol saBanetca sBenn- 
чиной, обратной к 

+; жабы Х зв а-в+ 

о VeVi (Ey — 51) (Bx 8) (1 —Ba) + «+ 
i<j<k< 

+ V1¥2-++ Yn (S2—§1) (3 — §2) - - - (2 — §n-1) (1 — En). 

[Функция и (&) = E; [e-vit 4. t)----] orpannuena O u 1, KycouHo 
линейна с угловыми точками в &1,...,Ё и возрастает до 1 при 
Е =1. В угловых точках она удовлетворяет условиям согласования 
и* —и`=уи. Действительно, пусть &— угловая точка, YY — соответ- 
ствующий параметр преобразования Лапласа, а е— момент выхода 
из окрестности ||—х (0)|< 6; тогда для малого 6 

u (E) = Ex [e-vt (e, By (M4(we), E1, и). “= 

= Е {е-\" ©, 9, х(е) = —8} и(Е— 6) + 
+ Ex {eV C8), x (e) = E+ 6} u (E+ 8). 

Tak kak t(e, §) 3aBHCHT только от броуновского движения с отра- 
жением х=|х—Ё|, то отсюда следует, что 

u (B= > [4 E—8) +4 (E+6)] Eo let ©), 
Ho Po {lim е=0} =1; поэтому, полагая 610, получаем 

+ 

Равенство с (у) = можно установить, если учесть, что функция 

с одной угловой точкой и (Е) = Е» [е—* @ч, 0)] удовлетворяет соотно- 
шению 9*(0) —` (0) =с(%) 9 (0), о(0)=(1-+у)-* и о(1)=1 (см. 

7
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задачу 3). Теперь, разрешая уравнение относительно и, по индук- 
ции получите нужную формулу.] 

Задача 6. Проверить справедливость соотношения 

е—“т2/2 (4-5) 

1+ y¥é 

и использовать его для доказательства утверждения, содержаще- 
гося в формуле (1194): mpomecc [t(m,, 1—&):0<E<1, Po] совпа- 
дает по распределению с го (Е)*/2 : Е <1, где г› — двумерный бессе- 
левский процесс, начинающийся в 0. 

Задача 7. Доказать, что Рь {#(- со, .) = оо} =1. 

  Е, [е-%"2(5)2/2 | = (у > 0) 

2.9. Броуновские экскурсии 

Пусть дано стандартное броуновское движение, начинающееся 
в 0; пусть З, —(открытый) интервал множества [0, + оо) 3, 
содержащий первое число из списка 

не содержащееся в 3 или |) З»т. Введем нормированную абсо- 

  

тп 

лютную экскурсию ') 

|х (2 | Зв | + ШЁ 8») | e, (t) = —— ,O0<t<l, | 
nt V1Bn | ©) 

и знак е = —1 или +1 в зависимости от того, 

х (2—0 или х(Ё > 0 для ЕЕ З». (2) 

Заметим, что 8», ви и е (п> 1) являются борелевскими функциями 
от броуновской траектории. 

Множество З— носитель локального времени #; поэтому оно 
есть замыкание для #*[0, +00), ede +1 (Р =тш{$:# ($)>В 
— односторонний устойчивый процесс с показателем 1. и ско- 

ростью У 2. 

1) |8„|— длина интервала Зи.
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Процессы е1, е›,... независимы и одинаково распределены, 
причем е. — марковский процесс с переходными вероятностями 

9е—52/2(1—1) 

ИУ2лв (1—8 

Po {e, (¢) € db |e, (s) =a} =h(s, a, t, b)db= 

gn (b—a)2/2(t—s)_ 4 —(b+a)2/2(t—s) 7 1__ 5 \ 8/ pe—02/2(1—2) 

У (=) ‘поляки 46, 

b2db, O<t<1; (3a)   Ро {е (Е 46} = (0, 0, В 6) db = 

  

0<s<t<1. (3b) 

Величины &, €2,... Hesaeucumbl U UMmeIOM OOUKAaKOB0e pacnpe- 
1 

деление, причем Ро {е! = — 1} = Рь {е. = +1} =- (т. е. они совпа- 

дают по распределению с последовательностью выигрышей одного из 
игроков при игре в орлянку). 

Наконец, 3, в (п>1) и ев (п>1) независимы. 
П. Леви [3: 238] наметил доказательство этих фактов; здесь 

приводится новое доказательство. 
Рассмотрим интервал 3., накрывающий точку = 1, экскурсию 

е и знак е., и вычислим математическое ожидание случайной 
величины 

Л {х (5): S<imf By} fo (Bx) fs (C1) [4 (C1) Js (Weup 81) (4) 

где 

а) |1 {х ($): з<В = [х(& 6, х ($ ЛВ, . Хх (5% ЛВ], 

OSM sos... <p, 

Л (@41, а›,..., @) ЕС (Е”); 

b) jo (B1) = fe (inf B1, sup 81), fe(s, ВЕС[О, + оо), и 2 (31) =0, 
если |8:| находится вблизи от 0 или - 00; 

с) ]з (1) == ]з [е1 (#1), е (15), ...., в (№), Об<Е<Ьц... 
... Зы <, ]з(6, 62,..., 6) ЕС[О, + с)", ]з=0 вне некоторого 
компактного подмножества из [0, -|- со)"; наконец, 

4) 0< ]ь < 1 — борелевская функция от броуновской траектории. 
Величина ]5 (р 8.) Не зависит от остальных множителей в фор- 

муле (4), так как ш=зир 3, =1-- и (&1) — марковский момент, 
а {х (1): 1< Ш! 31}, З1, е и е измеримы относительно Ви. о. Что 
касается величины ]1]2]з]и, то ее интеграл равен (А = (& — 1) 2")
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lim У Е. (12 <, <", 2" < 5ир 8, < (2-1) 2”, 

is {x(s): <@—1)2"} рь (12-®, #2") х 
. iQ~-n g—n . cen 

x isl* aa ’ т ), .. Ji (sgn x (i2- »} = 

{оо 

= lim D | Fotis (x (9): s< G1) 2}, (—1) 2" < 81", 
n со 

i<2” 0 
h>2” 

  

|x (i2-) | € da} j,(i2-", R2-”) x 

x \ 2 (НА, а, 64) (6-НА, в, в)... 
(0, оо)" 

ооо 5 (2, — 1-1) А, On-1; 6») x 

p, ( 21 Oe _®_ di (— 1); Xia (Sg Ape i) dba dba ++ dba (ОА СНИх 
{со 

х \ (№) А, 6», 6) 4Ь Рь {т <2-}1). (5) 
0 

Заменяя 6., 65,... на УДАВ, УЛЬ,, ... и вводя ядро №, опре- 
деляемое формулой (3), перепишем формулу (5) в следующем виде: 

{оо 

Jim > \ Eo {is (x(s): s<(i—1) 27}, 
> We n > 

hat 

(i—1) 2°" <inf 8, <i2™, | x(i2) | € da} x 
со 

х \ Е (А, а, 6) 46 Рь {ть < 2} jo (i2", RI) x 
0 

x \ (0, 0, в, 04) (tes O4y toy 02) -»~ BR (tants въ в, 6) х 
[0, оо)" 

X j3(b1y ba) «++, 6.) 461 4% ... 4х 

х- № (— + (+ (А, а, вы, в, 6), (6) 

1) (Ба, 6) =(2л0-1 [е-©-99/ 2 —_е-@+9)924
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где 

= (А, a, а, On, ) == 

7 — 2 
Ул = (В, а, VA 4) g~ (1—tn, VA bn, 5) ( _ in) bye) 

—5 ( <”) 5 ( =) 5 ( bnb e-a2(1—11)/2Atag—b3n/2A(1—tn) 1), 
A VA) \ (l—tn) VA 7) 

Ввиду ограничений, наложенных нами на ]о и ]з, МОЖНО счи- 
тать функцию = ограниченной в области интегрирования; кроме 
того, она стремится к 1, когда а, 610. Отсюда получаем, что 

Во [Й {х ($): $8 < ink Ba} fo (Bs) fs (€1) fs (C1) fs (Sup 3,)] = 
{оо 

=lim У \ Е {и (9): < 12"), 
nite тт 9 

k>2” 

(¢i—1) 2" <ini 8B, <i2, |x (i2-")|€ da} x 
+-со 

x \ g (A, а, 6) 46 РЬ {по < 9-"} fy (i2-", 2") х 
0 

х \ h(0, 0, t), 61)... j3dby dbp... dOn X 
[0, { оо)" 

ху (ИА (+ Е (is) = 
= Eg [is {x (s): s<int 81} 12 (41 Х 

x \ (0, 0, t, 04)... jg dby dbp... dOn X 
[0, +00)” 

x > lie(— 1) + ie(+ DI (45). (8) 
Это доказывает, что ве! и €, подчиняются указанному закону рас- 
пределения и независимы от 3. и от х(№: Ё6 3., т. е. независимы 
от Зиот ев, е (п>2). Читателю предлагается самому провести 
оставшуюся часть доказательства. 

Задача 1 (по Дж. Ламперти [1]). Используя задачу 1.7.3, 
доказать, что процесс [3 (Г) =Е— тах {$: х ($) =0, $з<8В; Р‚] — 

1) s(b)=6-1shb.
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марковский с распределениями 

Ро {3 (1) > 5} = = arccos Vy (6< В 

и переходными вероятностями (а<$<&6<1 

Ро {$ (1) > 6| 3 (s) =a} = 
(A—b)V0 

_ Vado 2 b Г а 
— 50-2 п 216603 И + И Аа или 0 

  

в зависимости от того, А=— $ >6—а или нет. Заметим, что 
$ совпадает с #—#1(1*) (Е? (Р = ти {$: # ($) =); и, таким обра- 
зом, $ имеет те же распределения, что и Ё— т. (а=1#* (7) = 
= max x(s)). 

— 

[Обозначим через $- наибольший корень уравнения х(ё)= 
=0(1<$), а через $, наименьший корень уравнения х(!)=0 
(Е>> $). Ясно, что 

Ро {3+ < ЗП ПО, $] } = Po {3+ <t| 3-} = Po {34+ < Е $ ($)}, 
и марковское свойство процесса $ вытекает из соотношений 

1—$-$ ($), $+>Ё 
3 (4) = {— + | 

$ ( 6+, и, ,), 5+ <i. 

Теперь используйте задачу 1.7.3.] 
Задача 2. Обозначим через С. о-алгебру событий ВЕВ, 

характеристические функции которых являются борелевскими функ- 
циями от пересечения графика стандартного броуновского движе- 
ния с полосой [0, -- со) х [0, =). Доказать, что росток Ч = ) Ge 

> & 

copnagaeT c B(3) x B{en: n> 1}=B(t) xX B{en: n> 1} ¢ ToUHOCTHIO 
до множеств винеровской меры 0 

[Поскольку Сю не зависит от В {: п> 1}, а универсальная 
алгебра В совпадает с В (3) Х В {ш: л> 1} ХВ {е: п> 1}, тождест- 
венность С и В(3) Х В {е: п> 1} следует из очевидного включе- 
ния О. >В (3) Х В {е.: п> 1}.] 

2.10. Применение бесселевского процесса к броуновским 
экскурсиям 

В $ 2.9 мы уже видели, что нормированная броуновская 
экскурсия е, (Р): О<Е<1 представляет собой марковский процесс 
с одномерными распределениями 

Ро {е1 (1) Е 46} =1 (0, 0, &, 6) 46 =2 
g—b2/2t(1—t) 
£ pe Varia’ db, 0<t<, (1a)
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и переходными вероятностями 

Ро {е1 (Е) Е 46 [е1 ($) =а} == ($, а, & 6) 46 = 
g—(b—a)2/2(t—s) 4 —(b-+a)2/2(t—5)] 7 1g \8/y be 53/240 

-| V 2x (t—s) — Ума-— | т) де-087 4-8) 
— (a2-+-b2)/2(t—s) — 6 \3/e p77 02/2(1—1t) 

=- 9 ab к (1—5) (<=>) ° aan db"), 
0<s<t<1. (Ib) 

Используя бесселевский процесс, введенный в $ 2.7, можно 
дать новую интерпретацию для е!: если г-(Ё) и г+ (1) (0<1<Ч.,)— 
два независимых экземпляра радиальной части трехмерного броу- 
новского движения (бесселевского процесса) с условным pacnpe- 

  

  

  

делением 

Q(B) = Po {B|r (*/2) = 5} (2a) 

и если конечная точка 6 имеет распределение 

18 e242 46, Ь->0, (2b) 
21 

то составной процесс 

0 (0<1<%), 
е (6) = (3) 

г+ (1—1) (5<:< ) 

совпадает по распределению с ey. 
Для доказательства рассмотрим бесселевское ядро (2.7.4) в слу- 

чае 4=3: 
p—(a2-+b2)/2t 

t Vab 

Если 1>#>$ >, и 0<а, 6, то, используя марковское свой- 
ство функции г. (1—1) (1>1.), находим, что 

P, {r+ (1-2) € db [74 (1—8): z<0<s} = 
+(1—4#, 0, b 

7 oe 0, о g* (t—s, b, a) db = 

eg (a2-+b2)/2(t—s) ab |g \8/p er b2/21—#) _ 

(t—s) Vab vA $) ( 1—2 ) = 3724 —8) 216 = 

= А ($, а, Е, 6) 46. (5) 

gt (t, a, b)= hy (+) 6, t>0, a,b>0. (4) 

  

    

(Здесь а=г+ (1— $).) 

1) 11, (Е) = (2/m&)'/? sh Е.
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Поскольку е (1/5) и ев! (15) имеют одинаковое распределение 
[cm. (la) u (2b)], u3 формулы (5) вытекает, что е (1) (Е> 1/5) сов- 
падает по распределению с е! (1) (1>1/.). Чтобы завершить дока- 
зательство, достаточно заметить, что распределения процессов 
еи е, обладают симметрией относительно f = 1/5. 

Покажем применение этого результата к тонкой структуре 
одномерной стандартной броуновской траектории. 

А. Дворецкий и П. Эрдёш [1] доказали, что если 0<]} 

и Г} (РЕФ для малых Ё то 

Рь {г (В > Е(®, #10} =0 или 1 в зависимости от того, 

1 

\ (И о или Зо, (6) 
+0 

где Рь, —винеровская мера, соответствующая трехмерному броунов- 
скому движению, начинающемуся в 01). Теперь, используя опре- 
деление (2.9.1) нормированных броуновских экскурсий и тот факт, 
что 

| Зв | 1 

13» je \ Е: ( | Bn | t) dt = \ Е: dt, 

0 0 

находим, что 

Ро {х (Е, wintg,) > f(t), #10, п> 1} =0 или 1 

1 

в зависимости от того, \ К°: (6) = + с или <+00, (7) 

+0 

где Py—BHHeEpOBCKaA мера, соответствующая теперь одномерному 
броуновскому движению, начинающемуся в 0, а 3, (п> 1) — смеж- 
ные интервалы множества 3 = {# х(=0}. Например, 

t 
Роз | *(t, Wint 3,)| > — и ize: £40, n>1 

In Ing >... (Inn +} 

—=0 или 1 в зависимости от того, e<0 uau #>0. (8) 

  

В соответствии с формулой (2.7.8а), имеем 

Ро [пт Г 0 1-1 (9) 

(#4 / 2 Ing — 

1) Доказательство формулы (6) см. в 6 4.12. 
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откуда получаем 

п! PM Bab efor gl 
[f° Инь 

пи wint Ba | 
= lim 

0 / 2 np 4 Ing > 

Формула (10) дает оценку снизу для скорости отхода броуновского 
движения от 0 при экскурсиях, тогда как (8) оценивает эту ско- 
рость сверху. 

  

  

  =1, >11 =1. (10) 
  

2.11. Замена времени 

Пусть дано стандартное одномерное броуновское движение, 
начинающееся в 0. Разложение, введенное в $ 2.9, можно исполь- 
зовать для доказательства следующего факта. Если | * — функция, 

+3 z(t’) 

+]         

НО 
Рис. 1. 

обратная к {(Р = тез {$: х ($) >20, $з<В, то процесс [x (f-*), Po] 
совпадает по распределению с броуновским движением с отраже- 
нием [х=|х|, Ро], введенным в $ 2.1. 

Если дана броуновская траектория, начинающаяся в 0, выбро- 
сим все отрицательные экскурсии и сдвинем положительные экскур- 
сии вниз по оси времени так, чтобы пробелы сомкнулись, как 
показано на рис. 1; определенная таким образом траектория есть 
х(Г’), и из чертежа ясно, что для доказательства идентичности
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полученного процесса и броуновского. движения с отражением доста- 
точно показать, что случайное множество 3* ={Ёх (11 (В) =0} = 
—=1(3+) совпадает по распределению с 3+ = {Е х+ (1) = O}. 

Множество {(3+) является замыканием множества ft? [0, + со), 
где +! — непрерывная слева функция, обратная к локальному вре- 
мени +* для броуновского движения с отражением, определяемая 
Kak min{s: t*(s)>?}; поэтому достаточно показать, что 1(#!) 
является односторонним устойчивым процессом с показателем 1/.. 

Но процесс {({1) получается из #1 выбрасыванием тех скач- 
ков, которые возникают из-за отрицательных экскурсий: 

- 1 
F(t? (2)) = >» -5 (1 Ре») | З» |. (1) 

8, СГ, t—1(t)) 

{со 

Выразим #1(Г) в виде пуассоновского интеграла 1% ([0, Вх 41) 

0 
(см. $ 1.7). Используя тот факт, что е, (п>1) независимы друг 
от друга и от 3+ и принимают значения 1 с вероятностью 1/ь, 
получаем, что единственное, что происходит с пуассоновским про- 
цессом }([0, #) х а/Г), если не брать отрицательные экскурсии, — 
это то, что его скорость уменьшается вдвое (см. задачу 1). 
Следовательно, {(+ 1) совпадает по распределению с #'(#Ё/2)= 

co 

— \ [р ([0, #12) х 41) (Е>0), и доказательство завершено. 

0 
Другой способ доказательства состоит в том, чтобы заметить, 

что {(Е*) однородный процесс с независимыми приращениями 
(см. задачу 2), и, используя формулу (1), вычислить 

E,[e-2ft 4) — E, | Il еее ва | _ 

BnCl0, t-1t)) 

{оо 

  

—al 

1n( 4 = ео, 5 ха) 

=E| J 4 (1 -er%8n) ] = 2, Le 0 ]= 
8nCL0, t-1(t)) 

°c ite—al dl 

| (A= -1) Ув —_ 
—е 0 —е-#У20/2. (2) 

    

Замены времени будут рассматриваться в 6 5.1, 5.2 и 5.3; 
мы увидим, что рассмотренная нами замена не является каким-то 
особым случаем.
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Задача 1. Пусть даны независимые случайные величины 
е, (п> 1), Р{е, = —1}=Р{е = + П}=Ч,, и независимый от них 
пуассоновский процесс со скачками величины 1, скоростью х>0 
И моментами скачков 1 <Ё<..., подчиненными распределению 
P {t, —ta-1 >t} =e-" (n> 1, t) =0). Doxa3atb, uto 

e(t)= >) + (1 +en) 
tnst 

есть пуассоновский процесс со скоростью x/2. 
[Если даны непересекающиеся интервалы АД., Aj, ... длины 

d,, 4, eeeg TO 

PLS td +e)=in Таже»... = 
tn€ Ai 

tnEAg 

а 1 ; => P{ Siam, У зач =р, 
>) БЕ пт 

1 ° 

>) l=n, > хе) =, ...}= 
1тЕЛ2 ny<nan, +n, 

n 
n 

— У (xd,) 1 е-ха1 ( mM } о" (хз) ^ ? e~nds ( me ) 9"? ... = ny! Л na: 12 п. >11 

— (xd4)"2 е—ха1 Се exe 
14! jo! 

где х=х/2.] 

Задача 2. Доказать, что {(#Г!) —однородный процесс с неза- 
висимыми приращениями. 

[Согласно правилу сложения #1 (1) =#1 ($) + #1 (1—8, ш") (Е> $, 

шт (5), имеем 1 (#1 ()) — (#1 (5) = (Е? (1—$, ит), вт) (Е>> $); 
кроме того, т— марковский момент, потому что м< Ё означает, 
что >25 в какой-то момент до Е. Если Ё< $, то 

{f (#7 (2) <b} 1 {m<a} € Ba, 

T. €. {f(t (A) < 6} Ви (1<$). Отсюда вытекают однородность 

и независимость прирашений |(#'), если только заметить, что 
броуновская частица начинает движение заново в 0 в момент #= .]
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ОБЩАЯ ОДНОМЕРНАЯ ДИФФУЗИЯ 

3.1. Определение 

Грубо говоря, одномерная диффузия — это модель (случайного) 
движения частицы по интервалу @ на прямой с временем жизни 
Шо < -Н со (называемым также моментом убивания), непрерывной 
траекторией х(1: [<м» и отсутствием памяти. Под отсут- 
ствием памяти подразумевается, что движение начинается заново 
в некоторые (марковские) моменты, к числу которых принадлежат 
все постоянные моменты т=$20; т.е. если т— марковский 
момент, то при условии, что фиксировано положение частицы 
в настоящем х (т), статистические свойства будущего движения 
x(t-+m) (t{>0) не зависят от прошлого x(t) (t<m). 

Прежде чем дать точно определение, введем следующие объекты: 
О — интервал на прямой; 

со — изолированная точка, присоединенная к Q; 
и — траектория ш: [0, + со) —> Ч] со с координатами х (т) = 

=x(t, в) =х, (и) Е 9 Ц оо и временем жизни ть = Мо (1) < 
< -- ©, причем 

х (1) = оо, t> tte: 

в частности, х(- со) == осо; 
\ — пространство всех таких траекторий; 
В, — наименьшая о-алгебра подмножеств из М, содержащая 

{ш: а<х(®й<65} при любом выборе <; и а< 5; 
== №т+оо, 

Р.— функция, определенная на Q, значениями которой 
являются такие вероятностные меры на В, что Ра(В) 
для любого ВЕВ— борелевская функция от аб О и для 
любого ае@ мера Р.{х(0)Е 46} состоит из единичной 
массы в точке 6 =а; 

Р» состоит из единичной массы, сосредоточенной на един- 
ственной траектории х (Ё = со (t> 0); 

и— марковский момент, т. е. такая неотрицательная борелев- 
ская функция ш=м (4) < -- © от траектории, что 
{ш: т (и) < Ц ЕВ;, (Е> 0);
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wit — сдвинутая траектория х (1, wr) =x(¢+m, w) (Е>0); 

Ви — 0-алгебра событий ВЕВ, для которых ВП {м—< В ЕВ, 

(¢> 0). 
Говорят, что объекты @, В, Р. определяют движение В с интер- 

валом состояний 9, пространством траекторий № и универсаль- 
ной о-алгеброй В. Обозначение Р.(В) читается так: вероятность 
события В для траекторий, начинающихся в а. Заметим, что 

Pa {lim x (4) = x (0) =a} = Pa {tthoo > O} =1 (a€Q). 

Движение О называется консервативным, если Ра {ть < - co} =0 
(аЕО). 

Движение О называется просто марковским, если оно начи- 
нается заново в любой постоянный момент Ё>0, т.е. если 

P, {w € B|B:} =P.(B), a=x(t), BEB, (1a) 

или, что то же, если 

P, {x (t)€db|B,} = Pa {x(t—s)€ db}, a=x(t), t>s>0. (1b) 

Движение О называется строго марковским, или диффузией, 
если оно начинается заново в любой марковский момент т, 
т. е. если 

P, {wi € B|Biyy 9} = Ра (В), а=х(т), ВЕВ; (2a) 

или, что то же, если 

Р. {х(Ё-+ т) 646 | Ви} = Ра {х (0 646}, а=х(т), #>0 (25) 

(заметим, что х (1) = со при м = - со). 
Пусть дан экспоненциальный случайный момент е с законом 

распределения Р{е >} =е". Если и" — траектория 

* = [+ с : ©) 
и если Р. выбрано так, чтобы 

Po (B) = P {w" € B); (4a) 
Ра {х (РГ = а Ь #20} =1, а>0, (4b) 

то определенное таким образом движение на @=[0, - со) является 
просто марковским, но не строго марковским. Действительно, 
m = ШЕ{(Е х(Ё > 0} —марковский момент; 

Ро {шп > 0, ш (ит) =0, х (м) =0}=1;
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а если бы движение начиналось заново в момент ш, то вероятность 

Ро {т >0, ш (шт) ==0} была бы равна Рь {> 0} Ру {ш=0} =0, 
что невозможно. 

Пусть даны два движения О и О’. Пусть [— борелевская 
функция, отображающая часть интервала @ на ©’, а {— борелев- 
ская функция, отображающая {и: х (0, ш) 6 [1 (0°)} в пространство 
траекторий движения О’, причем 

Их (0, = х (0, fo), x(0, w) €f*(Q’); (5a) 
Pa(f?B") = Ps (B*), a€f* (6), BEB’; (5b) 

тогда [1, Р‚-щь: 6Е0*] называется нестандартным описанием 
движения О* в противоположность стандартному описанию, исполь- 
зовавшемуся ранее. Например, если Об— стандартное одномерное 
броуновское движение, то 

(0 =|х(0|, #>0; (6a) 
_ x(t), 1< и, 

” 0 t> mo, (69) 
Г (Р= max x(s); 

Mo<sct 

х (И =х(Г”), (6c) 
{ (¢)=mes {s: x(s)>0, s<t} 

— это три различных нестандартных описания броуновского движе- 
ния с отражением (см. $ 2.1 и 2.12); другие примеры нестандарт- 
ного описания можно найти в $ 2.3 (броуновское движение с эла- 
стичным экраном), $ 2.10 (бесселевское движение) и в приводимой 
ниже задаче 2. 

Выбор описания движения зависит от рассматриваемой задачи; 
например, нестандартные описания (6a) и (65) были полезны при 
рассмотрении броуновского локального времени +(1, 0) (см. $ 2.2); 
но доказательство того, что движение начинается заново в марков- 
ский момент, лучше всего производить в стандартном описании 
(см. $ 3.9, 5.2 и вторую часть задачи 3). 

Задача 1. Доказать, что в формуле (2а) содержится блюмен- 
талевский закон 0 — 1: 

Р. (В) =0 или 1, ВЕВь (= П Ве). 
г> 

[1 = 0 — марковский момент; поэтому для ВЕВ 

Р. (В) =Р. {В, “Е В} =Е. (В, Р. {+ Е В]|В+}) =Р. (В).
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Задача 2. Выяснить соответствие между марковскими момен- 
тами ш и о-алгебрами Ви... для 

а) стандартного одномерного броуновского движения; 
Ь) его нестандартного описания как броуновского движения 

с измененным масштабом 

[x° (t) =cx (=): 1>0, Ре: ЕСВЦ. 

[В: = В {х° ($): $<В=Вииз, поэтому если ш’ — марковский 
момент для движения с измененным масштабом, т.е. если 
{1 < Ц ЕВ; (Е> 0), то {ст <В = {ш’ < ЕВ, (> 0); т. е. 
ш=—=сС 2” — марковский момент для первоначального движения, и 

Вт. о = {В: ВП {м’ < ЦЕВЬЕ, Ё> 0} = 

= Bai) ={B: BN {m << ЕВь #>0}.] 

Задача 3. Доказать, что броуновское движение с отраже- 
нием из $2.], броуновское движение с эластичным экраном из $ 2.3 
и бесселевские движения из $ 2.9 являются диффузиями (для 
случая броуновского движения с эластичным экраном использовать 
стандартное описание). 

3.2. Марковские моменты 

Рассмотрим некоторые интересные свойства марковских моментов. 
Пусть дано #20; определим остановленную траекторию 

х ($, м) =х (ЕЁ $, и) ($20) и о-алгебру В; ==В Г {В: щЕВ= ие В}). 
Докажем, что. 

В; =В,. (1) 

Так как В; при любом выборе 6Е В! и $ < Ё содержит {ш: х($)< 6}, 
то В; = В:. Что касается обратного включения, то пусть В° есть 
о-алгебра В [| {В: {ш: и Е BYEB:, Ё>0}; тогда {ш: х($) <} ЕВ’ 
при любом выборе БЕК! и $> 0. Это означает, что В° =В, откуда 
следует, что если ВЕВ;, то В = {ш: и Е В}ЕВь, что нам и было 
нужно. 

А.Р. Гальмарино указал нам доказательство следующего полез- 
ного факта. Неотрицательная борелевская функция = т (и) < {со 
является марковским моментом тогда и только тогда, когда из 

ж: (и) =х. (9), $3<Ь (2а) 

т (и) < 1 (2b) 
вытекает 

из (и) = п (о). (3) 
1) Символ => означает «тогда и только тогда, когда». — Прим. перев. 

8— 1209
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Для доказательства рассмотрим марковский момент ш, траек- 
тории и и UV, удовлетворяющие условиям (2), и какой-нибудь 
момент $ < Е. Так как В = {ш: т< $} ЕВ, =В:, то из (2а) сразу сле- 
дует, что ш(и) < $ =щ(и:) <; (и: ) <$=\щ(9)< 3; в силу (25) 
равенство (3) справедливо. Обратно, пусть О< м< -{ со — борелев- 
ская функция и из (2) следует (3); тогда шт (&) < Е т (и!) < Ь 
т.е. {ш: ш<ЦЕВ1=В:, что показывает, что и действительно 
является марковским моментом. 

С помощью результата Гальмарино легко показать, что класс 
марковских моментов замкнут относительно операций 

пи Л 15; (4а) 

ПИ \/ Nite; (4b) 

Mn} Mm; (5a) 

Mtn | и; (5b) 

ПИ +- Mo; (6a) 

пи + Ms (Win, (6b) 
Ito (Win,)- (6c) 

Рассмотрим, например, доказательство того, что (6Ъ)— марков- 
ский момент. 

Пусть даны марковские моменты ии и ть, п \ == ии + (@mn,)- 
Если х, (и) =х. (о) ($ <В и Ем (и), то Ё>> пи (и), откуда пи (и) == 
—= ии (9). Кроме того, 

х: (иф) = х. (96), $ <#Е— 60, 9=ии (и) = и (9), (7a) 

Mt, (ug) <f— 9, (7b) 

откуда 1» (иё) = ть (96). Складывая, получаем 

из (и) = ии (и) -- 12 (и8) = пи (0) -- ть (96) = из (0), (8) 
и доказательство закончено. 

Как в & 1.7, рассмотрим о-алгебру *) 

Ви, =ВП{В: ВП {м ЗП ЕВЬь #20}. 

Относительно этой о-алгебры измерим момент и; Вш,, удовле- 
творяет соотношениям 

В+ = Вт, +0, пи <; (Эа) 

al Вии -+0 — Вто’ Mtr } 1; (9b) 

Вино = ПВ {ЕЛ (и- =): [> 0} (10а) 

1) {m < — сокращенная запись для {и ш < В.
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и даже 
Вико = „ПВ (ЕЛ (в =): [> 0} (105) 

(см. задачу 1); кроме того, как мы сейчас докажем, 

Вто =ВП{В: WEB w EB, t>m(w)}. (10c) 

Пусть дано ВЕВ, причем ЕВ =-ш: ЕВ при Ё> м (и). Тогда, 
как вытекает из формулы (1), множество В [|] {п < В} = {и: € B} 
П{1<2} является элементом алгебры Вь, т.е. ВЕВш... Что 
касается обратного включения, пусть ВЕВш. о; тогда В [| {т<<#} ЕВЕ, 
и, применяя теорему Гальмарино в случае #>> м (и), получаем, 
что иСВ>оеВП{ш<ЦиЕВП{м< Ц =и1 ЕВ, и доказа- 
тельство закончено. 

Задача 1. Доказать, что Вии = П В{х (ЕЛ (м--=)): Ё> 0} 
=>0 

(cm. (10b)). 
[Ilycth nano BEB, +0; В силу (10) wE BZ wi EB va muome- 

cTpe {m<7}. Tak Ke, KaK Mp AoKa3aTebcTBe paBeHcTEa (1), полу- 
yaem otcioga, uTO BE B{x(#/A(m-+68)): t>0}.] 

Задача 2. Доказать, что д-алгебры Вшо и В {х(Ё, шт): #> 0} 
порождают всю универсальную о-алгебру В. 

[x (2) =x (EAM) -X mse t 

т at woes *(E— (2-1) 2", ит "А-В 2oncmcho-n} 

для любого {> 01); далее используйте то, что ши х(Ё/Л\ м) изме- 
римы относительно Вщ, ‹.] 

Задача 3. Доказать, что 

со == min {t: x (f) = co}, 

Moo = inf {¢: x(t) > 0}, 

ito = min {7: x(t) =0}, 

Mt+o = lim min {¢: x (¢) =e} 
elo 

— марковские моменты. 

[ttc <t}= 0 {w: х(#2-") = 00} ЕВь, 
ho-nct 

т. е. Шь— марковский момент. Аналогично доказывается, что 
110» — марковский момент. Утверждение относительно мо следует 

1) ух — характеристическая функция множества Д. — Прим. перев. 
8*
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ИЗ ТОГО, ЧТО Пи < означает, что траектория стремится к 0 вдоль 
какой-то убывающей последовательности моментов А2-" < Ё, а отно- 
сительно 1+. — Из ТОГО, ЧТО +5 <<Р означает, что точки х(Ё2-”): 
Е2" < Е накапливаются к 0 сверху.] 

Задача 4. Если ш— марковский момент, то Р. {т > 0} =0 
или |. 

[{1> 0} = 0 П {men ЕП Вил =В.; 
т>1 п>т m>1 

далее используйте блюменталевский закон 0— 1.] 

Задача 5. Доказать, что {ии < и} Е Вт, 40° 

[{ity < mo} ГП {пи < Ц = {и < Moy <8} 0 {пи << м,} = 

= {my (Wi) < me (wi) <2} U {ии <<} 6 В, (Ё> 0) 

в силу соотношения (1) и теоремы Гальмарино.] 

Задача 6. Доказать, что и (т,) /\ 12 = ви /\ о. 

[Применим теорему Гальмарино. Если пи < ть, TO ny (Win) = M1, 

а если пи > иь, то или ии (Wino) > Mo, UAU m, (@щ,) < що; но в послед- 

нем случае ии = пи (щ,) < 1», что противоречит тому, что пи > т».] 

Задача 7. Показать, что для момента выхода и = шЕ {#: х(#) 520} 

Py {m > t} =e-**, OS ux< +00, t>0, 

и что при х<- о 
Po {m= mo} = 1. 

[Tak Kak {m> s}€Bsi9(s>0), TO m есть марковский момент 
wu Po{m>t+s}=Po{m>s, m(ws)>t} = Po {m>s} Po {m> 2}, 
откуда следует Рь {> #}=е-*'. Пусть х <- со, тогда Po {m>0}=1, 
и так как м< т», то, учитывая {т < т} ЕВи., (см. задачу 5), 

получаем Рь {т < Mo} = Po {1 < Moo, м (wt) = 0} < Py {m=0} =0.] 

Задача 8 (продолжение задачи 7). В случае когда Ру {ш=0} =1 
(х = -- оо), множество 3 == {#: х(Ё) =0} не имеет внутренних точек. 

3.3. Некоторые локальные характеристики диффузии 

+ 
Пусть а<ф<с. Если х(0)==а, то ме = мь-Н т (ма) (м = ть), 

а так как величина т измерима относительно Ви +0 И траектория 

начинается заново в момент Ё=ш в точке х()=6, то 

Eq (e-™e) = Ea [e~™Eg (етот | Bins] = Eq (e-™>) E,(e-™). (1)
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Поэтому функция Ба (е-"5) монотонна по а и 6 (а<5), что дока- 
зывает существование пределов 

е; = lim Eq (e-™) = Eq (e—Ma+0), (2a) 

e5 = li im lim E, (e-™) = lim Faro (e7™); (2b) 

ез = lim Ey (e-™) = Easo (€-™2); (2c) 

ex = lim Ey (e“™e+0) (2d) 

Здесь Шао = lim tt, т. е. Maro = inf {t: x(t) >a} ИЛИ 

min {¢: lim x (s) =a} в зависимости от того, х (0) <а или х (0) > а. 
sft 

Мы сейчас докажем, что 

—0 или 1; (За) 

е› = 0 или 1; (3b) 

—=0 или 1; (3с) 

е = е1е. < ео; (4a) 

ез = езе4 < 64; (4b) 
€1€3 = bo€,. (5) 

Пусть дана траектория, выходящая из а. Введем обозначение 

it = Maro = inf {t: x(t) >a}; тогда при т<- со имеем m (wt) =0 

и х(щ) =а. Поэтому 

Ce, = Eq (е-Та+0) = 

— wt =Ea{e-™, m <+ 00, x(m)=a, Ea(e |B, )} =e, (6) 
что доказывает формулу (За). Формула (3Ь) вытекает из 

2 — Пт Faro (e7 ив) = Lim Lim Easy (e~™e) E, (eb) = 
blac 

= é, lim Egiy (e~™) =e), (7) 
bla 

a (3c)—H3 

é, = lim Ey (e~™e+0) == lim lim Ey (e~™e) E, (e~™a+0) — 
bla blacja 

= lim Ey (e~™a+0) e, = ef. (8) 
bla
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Формулы (4а) и (45) тривиальны. Доказательство формулы (5) 
основывается Ha TOM, что если х(0) > а, то из та > Маю следует 
+- 00 = Ma > Мао = Ш. Используя это, получаем: 

+ 

еез = Пт Ит E, {e-Mag~ Moma) y = 
blacla 

+ 

=lim lim E, {e-Marog taro) } = 
blacla 

+ 

=lim lim lim E, {e~Mae7™2ma) y _ 1) 
blacla dla 

== lim lim lim E, (e~™4) Ey(e-™>) =e,e,. (9) 
blLacla dla 

Теперь мы в состоянии доказать следующие соотношения 
(в которых =>0 можно выбрать произвольно): 

е4 = Ра {ок < со} = Ра {моно = 0}; (10а) 

@е5 = lim Paro {mp <= =}; (105) 

в = т Рь {ma < + 00} = lim Рь {то < =}; (10с) 

е4 == lim Рь {мак < + co} = lim Py {taro < =}. (10d) 

Действительно, (10а), (10Ъ) и (104) вытекают из законов 0—1, 
выражаемых формулами (За), (3Ь) и (3с), и из того факта, что 
при а<ё функции Р. {п < - со} и Ра{ть< =} монотонны по а 
и 6. Формула (10с) получается из 

0 < Рь {м <- оо} — Еь(е а) = 

= Pp» {ttta << + 00} — Ey {e7~ Met, Ша < - со} = 

E, (1 —e—™e+0) 10 npu bla, 

=]: 

—= Рь{1 —е` "а+0, пи < - оо} < если ey ’ 
of +} Рь {п < - со} =0 при 6 >а, 

если е, =0, 

(11) 

1) [im [tar Mp (Ong)! = jim min {t: x(t)=6, ¢ > mg} = min{t: x(t) =6b 

é > Mazo} = Marot mp (wr ). 
a+0
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И 

Рь {< Шо < + со} < Рь{= < Шао < - 0} < 

Рь {= < Шо} |0 при бфа, если е =1; 

Рь {так <- со} =0 при Ба, если в =0. 

Возможны 23=8 комбинаций значений е., е›, ер; три из них 
нарушают справедливость соотношений (4а), (4) и (5), и остается 
о возможных случаев: 

(12) 

ев © 6 & 

1 1 1 1 

1 1 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 

0 0 0 0 

(значения ез можно получить из формул (45) и (5); оставленное 
пустым место означает, что возможны все значения О<е.<]). 

Рассмотрим теперь соответствующие левые пределы ет, ез, ... 
и положим е. =е#, е› =е*, .... Возможны 5*=25 комбинаций зна- 
ueHHH ey, е., е и ef, es, ef. Три комбинации противоречат тому 
факту, что из ее! =1 вытекает езе+=1 (см. задачу 1), и остается 
22 Возможных случая. 

Задача 1. Доказать, что езез =1, если ее; =1. 

[1 =e, = Ea (e7 mene) = lim Eq (e~™c) = 

= him E, [e~Matoe- Me(w Mao) ] = 
Cte 

= lim lim E, [e — He mein) </im Ey (e~™a) = e§, Kak B (9), HT. 2] 
cta bla 

Задача 2. Дать ‚конкретные примеры 5 возможных комбина- 
ций значений 61, ез, ез, ef. 

3.4. Сингулярные точки 

Имея в виду закон 0 — | 

e+ = Px {e190 =O} =0 unu 1, (1) 

дадим следующие определения. Точка ЕЕ О называется регулярной, 
если а =е=1; сингулярной (ЕЕ К-)К.), если е1ё] =0; левосин- 
гулярной (ЕЕК- ), ecm ef =0; правосингулярной (ЕЕК,), если 
ел =0; точкой левого переноса, еели ej =1, а {=0; точкой пра-
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вого переноса, если а =0, а 1 =1; ловушкой (ЁЕК-ПК,), если 
ej =e{ =0. 

Множество К- (левосингулярных точек) замкнуто справа в О, 
что означает, что если последовательность левосингулярных точек 
р: >. >6: >... стремится к а6О0, то точка а также левосингу- 
лярна. Действительно, в этом случае Ра {ть < - со} =0(а< 5), 
потому что интервал (а, 6) содержит точки, которые нельзя пройтн 
слева направо. 

Множество К. (правосингулярных точек) замкнуто слева в О, 
т. е. если последовательность правосингулярных точек 6, < 5. —< 
<6:<... стремится к аЕО0, то а также правосингулярна; дока- 

зательство такое же. 
К- и К, — борелевские множества; докажем это, например, 

для К,. Пусть точки а!, а›... образуют множество, плотное в К+ 
и содержащее все точки из К., изолированные слева. Тогда 
из того, что К+ замкнуто слева в @, вытекает, что 

K+=QN0T 1 0 14%, ®-+ т"). 
т>1п>1 

Множество © [К- |) К+| (регулярных точек) открыто на пря- 
мой (т. е. не только относительно ()). Действительно, если точка & 
регулярна, то е1=ет=1, откуда ез=е}=| или, что то же, 
Ра {ть < - со} Рь {пи < - со} >> 0 для каких-то а<&<6, и тогда 
целая окрестность (а, 6) должна не содержать сингулярных точек. 

Поэтому множество К-|)К+ (сингулярных точек) замкнуто в (. 

3.5. Разложение общей диффузии на простые куски 

Пусть дана диффузия О. Если вероятность Ра {ть < -Р со} или 
Рь {по <- со} положительна, говорят, что между а и 6 есть 
прямое сообщение; если есть конечная цепь точек си, с», ..., 
ведущая от а к 6, причем между с! и со, с› И сз, ... есть прямое 
сообщение, то говорят, что между а и В есть непрямое сообщение. 
На интервале @ отношение (непрямого) сообщения обладает сле- 
дующими свойствами: любая точка сообщается сама с собой; если 
а сообщается с 6, то и 6 сообщается с а; если а сообщается с 6, 
абс с, то сообщаются также а и с. 

Поэтому @ расщепляется на несообщающиеся классы Q*, npu- 
чем в пределах каждого класса действует (непрямое) сообщение; 
это расщепление индуцирует расщепление В на отдельные само- 
стоятельные диффузии 

D* = [W* = W (Q*), B*=B(W*), Pa= Pa: a€ Q*]. 

Если О* состоит из единственной точки 0, то диффузия D* 
тривиальна, ибо тогда 

Ро {х (Е) =0, < м} =1;
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dynkuna =f (£) = Po {to >t} = Py {x(s)=0, s<t} удовлетворяет 
условию 

Г(Е- $) = Ep {ttt > $, х(5) =0, Ро {ть (wt) >t] Bs}} =F (A) F(s), (1) 
поэтому 

Po {to > t} =e’, [> 0, Ох <. (2) 

Если @*— не точка, то это интервал, потому что если a, DE Q*, 
то из существования сообщения между ними следует, что каждая 
точка интервала (а, 6) сообщается с а; таким образом, [а, 6] = О*, 
откуда вытекает сделанное утверждение. 

Рассмотрим (открытое) множество регулярных точек в Q?*; 
разобьем его на непересекающиеся открытые интервалы. Выделим 
особые интервалы, концы которых — точки переноса с противопо- 
ложными направлениями переноса. Назовем концы особых интерва- 
лов и Ловушки, принадлежащие внутренности множества ()*, 
особыми сингулярными точками. 

Пусть даны особые сингулярные точки с! >> с. >> 63>..., схо- 
дящиеся к точке а, принадлежащей внутренности множества (); 
тогда 

Ра {тако < - со} = Рам {М < + cco} =0, 

что противоречит тому, что между @* Г {6 <а} и 9*[ {6 > а} есть 
(непрямое) сообщение. Применяя аналогичное рассуждение к осо- 
бым сингулярным точкам с: < с. < с:<..., сходящимся к точке а 
из внутренности множества ()*, получаем, что в любом замкнутом 
подинтервале из ()* содержится конечное число особых сингуляр- 
ных точек. 

Таким образом, (* делится рядом особых сингулярных точек 
на неперекрывающиеся интервалы (@° (замкнутые в точках деле- 
ния), причем в пределах каждого интервала действует (непрямое) 
сообщение, а внутри они не содержат особых сингулярных точек. 

Интервал @° либо не содержит внутренних сингулярных точек, 
либо содержит внутри точки переноса ровно одного рода. Действи- 
тельно, если внутри ()° есть две точки переноса с! < с. с проти- 
воположными направлениями переноса, то существует максимальная 
точка переноса с: < сз< с. того же рода, что с., и минимальная 
точка переноса сз< с. <.с. того же рода, что с2; и либо (сз, с.) — 
особый интервал, что противоречит выбору @’, либо интервал 
(сз, сь) содержит сингулярные точки, что противоречит выбору сз 
ИЛИ Cy. 

Рассмотрим далее момент выхода е = ш{ {Е х(Е9*}. 
Движение О“ = [х(Ь, и,): £20, Pa=Pa: a€Q*] camo no ce6e 

является диффузией (см. $ 3.9); частица, начинающая движение 
в интервале @° =, совершает соответствующую диффузию О* =
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=01 вплоть до момента выхода е=е, (< - со). Если е1 < -|- с, 
она входит в новый интервал (@° =: (причем никогда не возвра- 
щается в 0: 92), совершает соответствующую диффузию О? 
вплоть до момента выхода е› (< -- со) и т. д.1) Таким образом, О* 
разлагается на более простые диффузии О’. С точностью до замены 
направления отсчета на интервалах ()° с внутренними левосингу- 
лярными точками получается 9 отдельных случаев: 

3a) O—Oo 35) @—e 3c) O—e 

3q) @—o 3e) od 3f) о 

39) . | 31) . 30) | | 

Здесь О— и —®© означают концевые точки, не принадлежащие @*; 
@— и —®_ концевые точки, принадлежащие (@°`\\ (К-ПК,), 

а { — концевые точки, принадлежащие @°[](К-ПК,). Во всех 

случаях в интервале ()° действует (непрямое) сообщение, и внутри 
него нет левосингулярных точек; так что если п! @’ <а<6< 
< зирО*, то Ра {ть <- со} >> 0, т. е. внутри @° действует прямое 
сообщение. Действительно, если а— внутренняя точка множе- 
ства @°, то для некоторых 6 <а<с имеем 0< Рь {п < + oo}, 
потому что иначе а— точка правого переноса, т. е. Ра {а =0} = 
= Pg {ma-p = + со} =1, иесли бы Ра {м <-- со} =0, то было бы 
невозможно сообщение между (*°П {< а} и QQ’ {b >a}; доказа- 
тельство завершается простым применением леммы Гейне — Бореля. 

В дальнейшем мы будем часто выделять случай 35), оставляя 
рассмотрение остальных случаев читателю. 

3.6. Операторы Грина и пространство 2 

Пусть дана диффузия О на интервале @ с концами 0 и |]. 
Введем пространство В (©) (действительных) борелевских функ- 
ций |, определенных на @ |] со и таких, что 

f (00) =0; (1a) 

1) Число интервалов (°, по которым движется частица, не может превос- 
ходить 3. Действительно, если частица, выйдя из (1, пошла влево, прошла 
интервал 0: и достигла @$, то левые концы (4 и 9; — точки левого переноса; 
а значит, по определению особой сингулярной точки левый конец @з должен 
быть точкой правого переноса, и частица никогда не покинет Q3.— Прим. 
перев.
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И] < <. (1b) 
Определим олераторы Грина 

Gu: FEB(Q)—> E.[ \ e-'F(x:) dt], a>0, (2) 
0 

и покажем, что функция и =@.] удовлетворяет следующим усло- 
ВИЯМ: 

u€ B(Q); (3) 
u(a—0)=u(a), ecau Pg {ma-p=0}=1; (4a) 

u(a+0)=u(a), ecau Po {taro = 0} = 1; (4b) 

u(a—O) cytwecmeyem, ecau lim Eg-p(e7~™) = 1; (5a) 
bta 

и (а-- 0) существует, если lim Easy (e7™) = 1; (5b) 
bla 

u(a—0)=[1—,(a)]u(a), ecau lim Pp {tta-0< 00} = 1, (6a) 

Ry (a) = Pa-o {ita =-+ со}; 

и (а-- 0) = [1 — А- (а)] и (а), если lim Рь {тао < - оо} =1, (6Ъ) 

К (a) = Paro (ite = + со); 

и (1—0) =0, если 160, ит Рь{ии-о < + oo} = 1; (7a) 

u(+0), ecau 0¢Q, lim Py {tro < + co} = I. (7b) 

Выполнение условия (3) ясно, так как Р. (В) — борелевская 
функция на @ для любого ВЕВ. Если дан марковский момент и, 
то, поскольку е “" измеримо относительно Вии, имеем: 

u—G,f =E. | e-*!F (x4) dt + e~om | e-“F (x(t, Wm) dt | = 
0 

=E,| \ e-=f (x:) dt | + 
оо 

+E, [oom E.( | emf (x(t, wiv) dt1Baso ) | = 
0 

| 
т 

=Е.[ | еб) Е | + Е. [ети (т). (8) 
0 

Из этого мы выведем условия (4)— (7).
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Начнем с (45). Если Ра {пин =0} =1, то из (8) следует 

Mp 

по тада едет] - зы. 
0 

причем существование предела входит в утверждение (9). Что 

касается (55), то, если п Еа+о (25) =1, из (8) получаем 
bla 

My 

Пти (с) = т Tim | Ee | ее} (же) dt | + Ee (e~*™) u (b) | = 

=limu(b), (10) 
bla 

что нам и было нужно. Докажем (6Ъ): пусть Шт Рь {мою < - 0} = 1 
bla 

и Ра+о {Шо < - со} =1— Е- (а); тогда [см. (3.3.10с)] Faro (e772) = 
=1—А- (а). Учитывая, что и(<)=0, с помощью формулы (8) 
находим, что 

Та+0 

lim u(b) = lim (В | \ е-м 1 (х,) dt | -- Е, [е-“точоц (х (ttta+0))1) —_ 
a о bla 

= lim Ey {e~7Ma+0, Тао = Me << + со} u (a) == 
bla 

= lim Ey (e~*™2) u (a) =[1—k_(a)] u(a). (11) 

Поскольку Mtyp == Mo, если Ши<-с и 0640, (7Ъ) является 
частным случаем условия (6Ъ). Условия (4a), (5a), (6a), (7a) дока- 
зываются аналогично (первоначальное изложение этого метода 
см. Д. Б. Рэй [2]). 

Из формул (3)—(7) получаем, в частности, что операторы 
Грина отображают В(@) в пространство О таких функций 
[ЕВ (0), что 

lim f (6)=f (a), ecau Ра {то = 0} =1; (12а) 

lim f(6)=f (a), ecau Pa {mato =0}=1; (12b) 

это нам понадобится в $ 3.7. 

Задача 1. Просто марковское движение О (определение 
см. в $ 3.1) является строго марковским, если 

Р. {lim (Gof) (%s) = (Gal) (+4) t>O}=1, FEC(Q), F(co)=9.
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[Рассмотрим марковский момент и, положим ии = ([12"] +1) 2-” 
(п> 1). Пусть функция е=е (и) (0<е<1) измерима относительно 
Вто. Выберем произвольную функцию [ЕС[0, 1, [(о)=0. 

Поскольку {ии =12"} Е В, м (>20) и е(ши,)=е (см. (3.2.10), 
находим, как в $ 1.7, что 

Е. fet e-eFix (f+ m)] dt } = 
0 ‚ 

+00 

— ит В. е(ищ,) em at F [x (t+ m,)] dt | = 

= tim | E, (eGaf [x (tn)]) = E. (eGaf [x (m))). 

Обращая преобразование Лапласа и выражая полученный результат 
в терминах условных вероятностей, получаем 

Р. {х (Е т) Е 46 | Вило} = Ра{х (ВЕ 46}, а=х(м).] 

Задача 2. Просто марковское движение О, начинающееся 
заново в марковские моменты 

Ша = пи {Ё: х(=а}, аЕ0; 

Шао = 101, a> inf Q; 
bta 

Ma+9 — lim Mp, а < Sup Q, 

a 

начинается заново также в произвольный марковский момент, т. е. 
оно является строго марковским. 

[Рассуждения $ 3.3, 3.4, 3.6 повторяются без всяких измене- 
ний. Пусть дано плотное счетное подмножество / множества А+, 
содержащее все точки из К., изолированные слева; тогда 

Р. {х. < жЕК+. для некоторого $ >Ё>20}< 

< УР. {и < + оо, х($- пи) < [ для некоторого $ > 0} < 
(er 

<P. {пн < - 00} P; {m-9 < + co} =0; 

т. е. траектория не может пройти сверху вниз правосингулярную 
точку. Аналогично доказывается, что она не может пройти снизу 
вверх Левосингулярную точку. Так как С.В (9) =, то отсюда 
следует, что_Р. {Шт (бы) (жь) = (бы) (ж, #>0} =1 для FEB(Q); 
и остается только применить результат задачи 1.]
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Задача 3. Пусть дана диффузия О с интервалом состояний 
(0, 1]. Если 0 есть вход в том смысле, что 

lim Ex 9 (e~™e) = 1, 
210 

lim Pe {1149 << + 00} =0, 
e10 

то можно определить новую диффузию О’ с интервалом состояний 
[0, lj, Рь —= Рь (6 > 0) И Ps {i149 = 0, lim mo (wr) = оо} = l. 

$40 

[Положим по определению Р=Ра/„, ХР. х Рац х ...; обозначим 
через ил, ил, ... траектории, начинающиеся в 1[., 1/;,.... 
Положим 

ПИ /п = 2 Mi (41/144), n>2, 
Sn 

H MyCTb w° —HOBaA TpaeKTOPpHA 

" 0, t == 0; 

x" (Г) — x (¢— ИИ м, W4/n)s Min<t < Mi /n—1, n> 3; 

| x(t—mi,, Wy), Mipct< + ov. 
Tak kak 

P{min<+o}>E {e~™t/ny — 

—Е {е Пти) Е {ет "лат = 

= Ey {e 1/41, nt +00, 

To P{ lim mijz=0}=1; nan, TO HaM BaxKHO, P {lim x° (t) =O} =1. 
n t +00 

Otcioga cuenyet, uTo P; (B) = P {w’ € B} — Takaa BepOATHOCTHAA Mepa, 
uTO Po {itso = 0, lim itp (wi) = + co} =1. Bui6epem fE B[O, 1]; пола- 

rad m=, Ип<ё< 1/(п— 1), получаем: 

оо 

(G.f) (0) =; [ \ e-*#f (x) at] = 
0 

_ te 
= lim Ey e—“tF (x (£ + me (Wy) + m)) dt } = 

te 

ну иона = 
= lim (Gof) (€) = (Gaf) (++ 9).
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Отсюда вытекает, что Р’: {lim (Gf) (xs) = (Gaf) (x), Е> 0} =1. 
$1 

Чтобы закончить решение задачи, достаточно показать, что процесс 
[х (Е): >0, Р:] — просто марковский (см. задачу 1). Но если функ- 
ЦИЯ 0<e<l измерима относительно В., причем lim €, (wz) =e), 

и если е› ЕС (0, 1], е› (со) = 0, то 

co 

Ey [es | e-we, (Xe+s) dt ] = im В Е (ш+) \ ее. (м, ,, т) ] ==: 

0 0 

= „т В 1 т [64 (Саез) (хз) ] = im Ey [es (w* ) (Goe2) (%,,m)1 = 

= Ey [es (Eaez) (%s)]. 

(Здесь также т = пи /..) Обращая преобразование Лапласа, получаем 

Рь {х (Е $) Е 46| В,} = Pa {x (t)€ db}, a=x(s).] 

Задача 4. В случае Ру {ии < + со} >0 дать явный изомор- 
PHM, G,B(Q) в С[0, 1]. 

[Рассмотрим отображение иЕ С.В (©) — и’ =[Р. {пи <- оо} и. 
Поскольку К- Г [0, 1) = ©, имеем и(а-+0)=и (а) и lim Po {iy < 

<+ c0}=lim Pa {ить < + оо} Рь {пи < -- оо} == Ра {пи < + 00} (A< 1); 
т. е. и (a0) =u" (а) (а< 1). Что касается и* (а—0), то и(а—0) = 
= — ^+ (а)] и(а) и оо еее 

bta 
х Ра {пи < - о} = [1 — Ry (a)]-Pa {пи < + ©} (а > 0); т. е. 

и’ (а—0)=и* (а) (а>> 0). Итак, и-—>и° есть один из возможных 
изоморфизмов.] 

3.7. Производящие операторы 

Рассмотрим операторы Грина G,(a>0), действующие на про- 
странстве О, определенном в 6 3.6. 

При а, В > 0 имеем 

Ga— Gs +(a—P) GaGs =0, (1) 
так как 

со 

бб = Е. [| \ е-в* (С.Р) (№) ds | = 
0 

{оо 

=E, ry е-Вз ds \ e- al f (x40) dt | = 
0 0
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оо т 

Е. [ |" е-ет} (хх) ат е-в-9е а, | = 

Е. pees er f(x, dt] =(@—BY(Gs—Ga) Ff (2) 

(в интеграле сделана замена т=#--$, о=$). Отсюда следует, что 
ДлЯ оператора Со область значений О.(©) == @„р = р и нуль-про- 

странство Со' (0) = ОП{{: Ч! =0} не зависят от @ > 0. 
По определению пространства ДО при ае@ и [ЕО имеем 

Ра a {lim (9) =] (а)} =1. Тогда при | ЕС»! (0) имеем 

+00 

O= lim BGsf = E. { ,lim 8 e-BtF (x) at} =f. (3) 

Поэтому отображение Gz: D—>D(®%) обратимо. Положим по 
определению 

®=1—0(::: р(®)->р. (4) 

Применяя оператор | — @ к обеим частям соотношения (1) с “=1, 
находим, что 

Св’ =(В—©), B>0. (5) 

Оператор @ называют производящим оператором диффузии БВ. 
Если даны марковский момент м, я >0 и иЕО(®), положим 

[= («— @) и; тогда в соответствии с формулой (3.6.8) 

m 

u=Guf =E. | \ ef (m)dt | +E. (e-2™ (Gaf) (%m)] = 
0 

nt 

=E,|\ e-(a—G)u (em) dt | +E. feu (Xp)l- (6) 
0 

Ecan E,(m)<-++00o, то формула (6) при “10т) переходит в фор- 
мулу Е. Б. Дынкина [4] 

т 

Е. и (жи -и= Е. [ \ (Gu) (x1) dt } ; (7) 
0 

u€D(%), E,(m)<+o. 
1) f 3aBHCHT OT @, a uU —HeT.
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При помощи формулы (7), следуя Е. Б. Дынкину [4, 5], можно 
вычислить @. 

Пусть дана ловушка а 0; тогда Ра {ть >} =е-* (0<х<- оо) 
(см. задачу 3.2.7). Если х =0, то Ра {ть = - co} = 1 и (Фи) (а) = 0; 
а если х>0, то 0< Ел (ть) =х1<-оо и, пользуясь формулой 
Дынкина, получаем 

MooAn 

(Gu) (a) Ea (to) = lim Ea (Gu) (x1) de | — 
n t +00 $ 

— — lim Pa {ть <n}u(a)=—u(a), (8) 

(Gu) (a) = — + uc D(B). (9) 
Eg (too) ’ 

Ecau touka a€Q такова, что (®и)(а)=0 для любой функции 
иЕр (6), то а (®./)(а)=|(а) для любой |6) и любого “> 0. 
Выбирая [ЕС (0) =р так, чтобы О0<[(а) < | (5) (а=-6), находим, 
что Ра {х(Р) =а, Ё> 0} =1, т. е. а— ловушка. 

Ввиду этого если ае@б— не ловушка, то (®и)(а)>1 для 
какой-то функции иЕД (©). Тот факт, что @иЕ О, позволяет нам 
выбрать такую окрестность В точки а, что @и>1 на В: 

[ (6, а], 6 <а, если а— точка левого переноса; 

B=} [а, 6), 6 >а, если а— точка правого переноса; 

[ (с, 6), с<а<3, если а— несингулярная точка. 

Введем момент выхода ш=штт {Е х(Ё)6В}; применяя формулу 
Дынкина к функции и и моменту м /\ л, получаем, что 

mAn 

Ea(m)< lim Ea [ (и) (жа | <2|и|<- о. (10) 

Значит, формулу Дынкина можно применить к любой функции 
ие) (©) и моменту выхода щ, если только окрестность В доста- 
точно мала. Отсюда следует, что 

| Ев [и (хи) — и (а) , 
(Ви) (а) = Пт Е. т) , u€D(B); (11)   

9—1209
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или, если рассматривать отдельные случаи, 

и (65) Ра {ть < мо} — и (а) (би) (2) = lim ть Л thes} ‚ если а точка — (12а) 

левого переноса; 

__ tie, 4(8) Pa {tty < Moo} —u (a) 
(Gu) (a) = Lim ey 

правого переноса, 

и (с) Ра {пе < ть} Е и (6) Ра {ть < те} — и (а) (12c) Ба {ть /\ Ме Л Мо} 

если а точка — (125) 

(Фи) (а) = Шт 

bla 

если а— несингулярная точка. 

Поэтому ® — локальный оператор, т. е. если аеЕдии. ЕО (®) 
совпадает с и, ЕО (©) в некоторой окрестности В точки а: 

а, если а— ловушка; 

(6, а], 6<а, если а— точка левого переноса; 

[а, 6), 6>а, если а— точка правого переноса; 

(с, 6), с <а<ь, если а—несингулярная точка, 

то (Фи.) (а) = (Фи) (а). 
Задача 1. Пусть дана функция и@Д (®), и окрестность В 

точки ае@ выбрана так, как это описано выше. Тогда если и (6) < 
<и(а) на В и и(а)>0, то (би) (а)< 0. 

[Воспользуйтесь формулой (3.7.12).] 
В. Феллер [9] показал, что если оператор © локальный и если 

он, кроме того, является неположительным в смысле задачи |, 
то он должен быть дифференциальным оператором порядка не более 
второго (см. далее об этом в $ 4.1). 

3.8. Производящие операторы (продолжение) 

Приведем другой метод вычисления оператора G. 
Рассмотрим оператор 

@.‚и==1 (Е. [и (%)] — и), ё > 0, (1) 

и положим по определению 
C= lim Ge. (2) 

& 

Здесь оператор @° применяется к классу О (@©`°) таких функций 
ие, что предел @“’и = limG@,u существует в каждой точке и при- 

210
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надлежит О, причем зчр || @ги || < со. Нам нужно доказать, что 
e>0 

@ =6, (3) 
т.е 

р(6`’)=р (6); (4a) 

Gu= lim Gel—, ШЕЛ (©). (4b) 

Формула (4Ъ) сопоставима с (3.7.11). Применять оператор @° 
предложил В. Феллер [5]. 

Применяя формулу Дынкина (3.7.7) к иЕО(©) и ш==>0, 
получаем, что @° =@ на О(6) = р (®°), так как 

= 

Ни Вы = Ни =. | \ (Gu) (хе) а | = Фи (ба) 
210 eld $ 

|| Geu ||< |] Ga |]. (5b) 
Чтобы завершить доказательство, достаточно показать, что О (@°) = 
= (©). 

Пусть иЕД (©°); тогда 

Ga (a—G") u=aG,u— lim G,G,u = 
=10 

оо 

—@баи— Пт =1Е. | e~-™ Tu (Xt+e) — U (х)] dt | = 

со 2 

= аи — Шт =1Е. | (ex*— 1) \ e-“y (x1) dt — \ e—Hly (xX) dt | = и; 
0 e10 

(6) 
a Tak Kak (a—6')u€D, Tou=G,(a—G’)uED (GB), uto nam u 60 
нужно. 

Равенство @©` = 6 можно использовать для того, чтобы по-дру- 
Ари доказать, что © — локальный оператор (как замечено в конце 

.7). 
Поскольку траектория не может пройти снизу вверх через лево- 

сингулярную точку или сверху вниз через правосингулярную точку, 
достаточно доказать, что 

limt*Pa {tm <t}=0,  a<b. (7) 
t 

& 

Сейчас мы это докажем, используя метод Д. Б. Рэя [2]. 
9%
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Пусть а<с< 6; тогда (т= и), 

Ра {ть < Е} = Ра {т-Е ть (и) < В <Р. (< Ь ть (и) < В = 

= Ба {Ме <, Ра {ть (и) < ЕВ, о}} = 

= Pa {me<t} Pe{tm<t}. (8) 

Кроме того, 

Ре {та № мо /\ п > $} l= | Ра {< В} < 

< У Рем /\ ть Л ть > п} РА (ть В < 
n<[s/t] 

< > \ Ре {та /\ М» /\ ть > ПЬ, Хы dl} РР {ть < 1} < 
n<[s/t] (a, b) 

< >) Pe{mp€(nt, (n+1)t}<1, s>0. (9) 
n<[s/t] 

Но так как Ре {ма Л м» /\ ть > 0} = 1, то Шт ТР. {ть < В < о, 
#10 

и из формулы (8) получаем, что шт Ё?Р. {ль < В < оо, что 
#0 

доказывает формулу (7). На самом деле, из (8) следует даже, что 
Ра {ть < В} < сопз.В, 1, ... (#10), откуда 

Шт” Ра {ть < 1} 0, а<ь, п> 1. (10) 
t 

Задача 1. Доказать по-другому формулу (10), проверяя 
с помощью формулы Дынкина неравенство 

Ба (е-°"Ъ) < [«Ес {та /\ ть /\ т}, ас, 
t 

и используя затем оценку Ра {im <t}<e | e-stP, {mmpEds}< 
0 

<еЕ, {г-Г"Ть} (см. еще одно доказательство в задаче 4.7.4). 
[Пусть даны такие а<, что Ра {ть < - со} >>0. Возьмем 

функцию [ЕШ, равную 0 слева от Ь и положительную во всех 
остальных точках, и @а>0; тогда у= (0.1) (5) >0; функция 
u=y-!Gof = E, (e-%">) является положительным неубывающим 
pelleHHem ypaBHeHun Gu=au ua [a, 6). Применяя формулу Дынкина 
c m=n / tte / mo / mM, „ Находим, что если a<c<0, To 

1 > Е. и (хи) и (©) = Е. (F (ex) (x4) dt) > cx (a) Ee (п) 4 

А аш (а) Е. и: my /\ mp) mpu nt + oo.]



3.9. Остановленная диффузия 133 

3.9. Остановленная диффузия 

Мы докажем, что если (@° — подинтервал в 9, замкнутый в (0, 
и е— момент выхода из него ШЕЕ х(1) 69}, то остановленное 
движение 0’ = [х(Ё /\ в): > 0, Ра: аЕО'] само является диффузией; 
этот факт был использован в $ 3.5. 

Рассмотрим стандартное описание остановленного движения 
с траекториями и”: —> 0’, универсальной о-алгеброй В’, марков- 
скими моментами ит = ит (и”), подалгебрами Ва. +0 И вероятностями 

Р.(В’)=Ро(В), а6О`, В = {ш: a ECB}, BEB. (1) 

Задача состоит в том, чтобы показать, что при В`ЕВм. 40 

Р: {В", x(t--m')€ db} = E(B’, Prym+y {x (t)€ 4b} I. (2) 
Ilyctbh m =m (w)—MapKOBCKHH момент для остановленного 

движения (в стандартном описании); тогда если не учитывать 
траектории, начинающиеся не из (`, TO m(w) =m (we) является 

марковским моментом для первоначального процесса. Действитель- 
но, поскольку В‘ = {ш’: т < Ц ЕВ;:, имеем 1) 

{ш: ш< #8} = {: ш° (и; ) < В = {о: щЕВ’} = {в: (we) EB} = 

= {W: WEA, E BEB f>0. (3) 

Кроме того, если какое-то множество В° принадлежит Ва. +0» ТО 

В = {ш: и: Е В`} ЕВ(пле)+0» ПОСКОЛЬКУ *) 

ВП {т Ле< В = (в; 6 В} П {п (Wj) < ВП {<} 0 
{и Е ВП {< П {т > в} = {( 1 Е В"} ПП {ш< 0 

U{@vEB Ne <A {mae} = 
= (и: Е В’) П{м Ле<ВеЕВь t>0. (4) 

С помошью формул 

e=m /\ e+e (Wire) (5) 

x(t-+m, we)=x((t-+m Ле) Л (ere) +m A e))= 

=х (1 Ле(@тль), Win re) (6) 

1) Здесь используется соотношение (3.2.1) и то, что е/Л Ё=е (и; ) ЛЕ 
(см. задачу 3.2.6). 

2) Здесь используется то, что и° 6 В° тогда и только тогда, когда 
(ш*) Е В° при любом Ё>т* (и^*); см. (3.2.10).
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и (1) получаем 

Р: {В°, х(Ё+ и’) 6 46} =Р. {В, x(t-+m, w;) € dd} = 

=P, {B, x(t /\ € (Wn pe)» Филе) Е 46} = 

= Е.В, Рашле (< Лав] = 
=. [В, Pe an*(w)), ws) {x (t) € db}] = 

= E:[B', Pigs {x (t)€ 40}, (7) 
что и требовалось доказать. 

Рассмотрим производящие операторы @ и @®° диффузий В и О". 
Оператор 6 является сужением оператора @®©° в следующем 

смысле. Если ие О (©), то 

и’— сужение функции и, определенное на @°*, — принадлежит 

р (©°), (8а) 
6°u’ = Gu внутри (° и в тех из концов интервала @°, в которых 

Р: {е > 0} =1. (8b) 

Докажем это. Пусть дана функция ие (©). Положим |= 
= (1 — ©) и; имеем 

ГЕО; (9a) 
е 

u=Gif=E,| \ ef (m) dt | +E. leu (%)I. (9b) 
Положим ° 

f (a), actQ’, P,{e> 0} =1; 

Ё (а) =} (С.Л) (а), аЕЧ’, Ра {е=0} =1; (10) 
| 0, а= о. 

Тогда 

im oe (11a) 

где 0* — пространство О, связанное с диффузией О’ на @°. Кроме 
того, 

< о 

в" =Е: | \ e—'F* (x4) dt | =E, [ \ e-'f* [x(t / e)] dt | = 
0 0 

e со 

=E,[ | e~'f (mat |] +2. [ | etaef (x) |= 
0 e



3.9. Остановленная диффузия 135 
  

e 

=E, | \ertf(x)dt] +E. 1e° Gif) (%=Gif=4. (ИБ) 
0 

Справедливость утверждения (8a) следует из (11), а что 
касается (85), то из (115) вытекает, что на @* 

G'u’ = (6, — 1) f*' =G,f—f' =Gu+f—f' =Gu, P, {e>0}=1. (12) 

Отсюда и получаем (8Ъ). 
Из доказанного следует, что оператор @® является локальным 

в том смысле, что если АЬ— замыкание окрестности В точки аЕО: 

(6, а], 6<а, если а — левосингулярная точка; 

B=} [а, 6), 6 >а, если а — правосингулярная точка; 

(| (с, 6), с <а<ь, еслиа— несингулярная точка, 

то © совпадает на В с производящим оператором @®° остановлен- 
ного движения 

[x(t \e): £20, Pe: EE A], e= inf {t: x(t) ¢ A}. 

Интересно сравнить это употребление слова локальный с тем 
смыслом, который вкладывался в него в § 3.7 u 3.8. 

Задача 1. В каком месте не проходит доказательство того, 
что О* — диффузия, если е — произвольный марковский момент? 
Привести конкретный пример. 

[Нарушается соотношение (5). Действительно, пусть О— стан- 
дартное броуновское движение, [ЕС (R!) — положительная функция; 

тогда е = пт {#: \ f (xs) ds= 1} — марковский момент. Если бы (5) 
0 

выполнялось, то при т=Ё<е мы получили бы противоречие: 

е t e(wf) t 

= | (жд аз = | F(x)ds+ | F(x(s, wt) ds=\ f(s) ds +1.) 
0 0 0 0 

Samaua 2. Tyctp e=inf {t: x(¢)¢Q*}; moKa3aTb, uTO ecaH 
Р. {< оо} >0 na Q*, то остановленное условное движение 

D*=[x(é Ae): £20, Pa{Ble<+ 00}: a€Q’] 

является диффузией (см. применение этого в § 4.3).
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[Пусть ш’, ш, В*, В обозначают то же, что при доказатель- 
стве формулы (2). Если положить Р: (В*) =Р. {В|е <- о} на @*, 
TO mpn db <Q’, kak в (7), получаем 

P:{B*, x(t+m‘)€ db} P, {e<+ c}= 

=P, {B, x(t \e (inne) mre) Е 46, м Л е-е (ищле) < - оо} = 

= Е. {В, Ретле {Х (Е Ле) 646, е<- оо}, ш Ле< + о} = 

= Е. {В, Ритле) {Х (Ю 46} Ришле, < < - оо}} = 

=Е. {В, м Ле-е (иле) <, Рушле, {Х (И Е 46}} = 

=Е. {В, < 00, Р;ушле) {Хх (6 46}} = 
= Е: {В*, Рут. {x (t)€ db}} P. {fe <+ 0}, 

и утверждение доказано.]
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ПРОИЗВОДЯЩИЕ ОПЕРАТОРЫ 

4.1. Общий обзор 

Частица начинает движение в момент #=0 в точке —1<]<0 
и движется со скоростью -1, пока не достигнет точки [= 0; 
в этот момент она начинает броуновское движение с отражением 
на [0, - со), останавливающееся в момент ии первого достижения 
точки [=1. Здесь она ждет в течение экспоненциального вре- 
мени е со средним !/з, а в момент и, --е перескакивает в точку со. 

С помощью формулы Е. Б. Дынкина (3.7.11) можно проверить, 
что оператор @и совпадает с оператором 

и+ (1), —1<1/< 0; 

нп @—# ©. [= 0; 

(Gu(y=pe © (1) 
=z 4" (2), 0<1<1; 

| —3 а), =I,   
на области определения О (©) =р(©°), состоящей из всех таких 
функций иЕС [—1, ПП С1[—1, 0) ПС? [0, 1), что 

uw (0) = м" ( +0; (2a) 
ut (0) =03); (2b) 

= 4" (1—0)= —3u(1). (2c) 

В частности, отсюда BbITeKaeT, UTO u—>(Gu)(l) есть дифферен- 
циальный оператор второго, первого или нулевого порядка в зави- 
симости от того, является { несингулярной точкой, точкой пере- 
носа или ловушкой. 

Пусть даны броуновское движение с отражением х+, введенное 
в $ 2.1, с моментом первого достижения m,=min{t: x+=1} 
и независимое от него экспоненциальное время е с законом рас- 
    

1) Автоматически вытекает из второй строчки формулы (1), поскольку 
=-2 [и (=) —и (0)] ограничено при # +0.
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пределения Р. {>В =е-*. Тогда 

xt(t+l), —l<t<—l+m,; (3) 
|, —l+m<t<—l+m+e; 

со, > —1-- пи + е, 

Х° (Е) = 

есть описание (нестандартное) движения, начинающегося в точке 
—1<1<0. 

Как будет показано ниже, оператор ® с областью определения 
О (©) и связанные с ним траектории допускают подобное описание 
и в общем случае. В. Феллер выяснил, что @ выражается в виде 
дифференциального оператора ©° в случае, когда оператор Грина 
отображает пространство С (0) в себя, и исследовал это выраже- 
ние в ряде фундаментальных статей [5, 7, 9, 10, 11). Е. Б. Дын- 
кин [4, 5, 8] нашел изящный теоретико-вероятностный метод 
вывода феллеровского оператора @©°, основанный на формулах 
(3.7.12), для консервативного случая, причем в то же время он 
дал более прямое теоретико-вероятностное выражение для этого 
оператора. Выражение для оператора @° на точках переноса, 
свойства убивающих мер и конкретное выражение траекторий через 
оператор @° и стандартное броуновское движение (см. § 5.1 
и следующие) публикуются здесь впервые. 

Начнем с несингулярного случая: 

Ра {Тао = Шао = 0} =1, 0<a<l; (4b) 

Eo (e~"+0 = lim E45 (e—™d), Ex (e° Mo) = lim Ey (e~™+0); (5a) 
b10 bL0 

Ey (e~™4-0) = lim Ey-9 (e~™), Ey-9 (€7™) = lim Ey(e7™1-0). (55) 
bt bt 

Формула (4Ъ) означает, что в интервале (0,1) нет сингулярных 
точек; формулы (5) обсуждаются в 6 4.5. 

Пусть O<a<b<1; рассмотрим выходные вероятности 
и среднее время выхода: 

Раь (&) = Ре {мо < т}; (ба) 

Рьа (Е) = Р {ть < та}; (6Ъ) 

еаь (5) = Ев (Ма /\ mp /\ Ме) (6c) 
(3mech A<CE <b). C помощью этих функций можно ввести шкалу 
$ = 5аь (непрерывную возрастающую функцию), убивающую меру
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А =Раь (неотрицательную) и меру скорости т=отаь (положи- 
тельную), пользуясь формулами 

$ (dE) = Pab (&) Poa (dE) — Poa (Е) Pad (dé) > 0; (7a) 

__ py (d8) ka (a8) 
Е (6) [Бе = ры ©) 

т (45) = — [езь (45) — евь (8) Rav (dE)] > 0 (7c) 

(при а<ёЁ<5)'). Используя эти характеристики, мы можем запи- 
сать @ как дифференциальный оператор 

> 0; (7b)   

  (*и) (Е) = LD 4 RG) | gaz Ks, (8a) m (d§) 

Точный смысл формулы (8а) заключается в том, что 

(Ви) (&) т(48) =и+(@—и+(©— \ ие, — (85) 
(с, а) [с, а) 

axc<d<b. 

Ilycth O<a’<a<b<b’'<1; тогда новые 5а-ь., Rasd., 
Та-ь. связаны со старыми равенствами (а<&<ь) 

a’ 60° 
Sab: (de) =B(* ь ) sv (a8) (9a) 

a’ b° =-1 

вылов (1 5 ) tao) (9b) 
. b° -1 

mas». (at) = В(° | Map (dE), (9c) 

где 

рь-а- (6) рь-а- (а) 
Ра+ь (6) Ра-ь- (а)     

В а’ 6’ 

ab) 

Используя правила перехода (9), легко ввести такие универсаль- 
ные шкалу, убивающую меру и меру скорости, что (8) будет 
выполнено при всех 0<8<1. 

1) е+ (5) = lim [s (n) —s (§)}-1 [e (n)—e (8)] (е=раь, Рьа» @аъ), а е+ (45) — 

Mepa, индуциру мя функцией интервала е+ (Ё, 1] =е+ (1) —е+ (Е) (&<1).
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В случае Ру (е +) =1 положим по определению $ (0) = $ (+0); 
тогда оказывается, что 

  

  

Tien Po {tty = + 03} . k (0) = lim 5 (6)—s 0) <-+ 00; (10a) 

ул Fo {tty A Moo} . m (0) = lim 5 (b)—s (0) <-+ 00; (10b) 

1/2 

210, 2) 5(48) < + о; (11a) 
0 

1/2 

\ m[0, §) s (dé) <+ 0, (11b) 
0 

и для u€ D(B) 

(Gu) (0) m (0) = ut (0)—u (0) ^ (0). (12a) 

Здесь 
—__ ae, № (6)—и (0) 

ие (0) =и* (0) = Нт $ (5) —$ (0) ’ (12b) 

причем при $(0)= — © мы полагаем А(0)= т (0) = и+ (0) ==0. 
Аналогичный результат имеет место для точки 1, если 

Е! (е 1-0) = 1. 
Можно доказать, что О (©) совпадает с классом О (©°) функ- 

ций иЕО, удовлетворяющих соотношениям 

и(--0)=и (0), если Е (ео) = 1; (13a) 

и (1—0) =и (1), если Е1-о (е7"ч) =1, (135) 

и таких, что для некоторой функции и’ ЕР 

и` (5) т (45) = и+ (48) —и (5) ^ (45), O<E<1; (14) 

и" (0) т (0) = м* (0)—ш(0) (0), если Ey (e~™0) = 1; (15а) 
и* (1) т (1) = —и- (1) -и(ПЕ(Т), если Е! (е 1-0) =1; (155) 

и* (0) = —х (0) и (0), если Еь (е` "+0) =0; х (0)= Ву (ть); (16a) 

u’(1)= —x(1)u(1), ecau E,(e~™1-0)=0; %(1)= Ey (mo) 4. = (16Ъ) 

Что касается оператора ©, то в соответствии с формулой (8) OH 
оказывается совпадающим с глобальным дифференциальным опе- 
ратором @°, производящим отображение иср(6*) —> и’. Onepa-
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тор ®° однозначен, потому что и"ЕРи 0< т [а, 6) (0<а<6<1. 
Оператор @® в 0 зависит в некоторой мере от $, ти А вблизи 0, 

как показано в приводимой ниже таблице. В этой таблице точка 0 
называется 

1/2 1/2 

точкой выхода, если + со > \ К (Е, 115] $ (48) + \ т (Е, 115] $ (4); 
0 0 

I/o 1/2 

точкой входа, если фо >> \ (0, Е] $ (4Е) \ т (0, Е) $ (42). 

0 0 

Равенство (@и)(0) = т (0)! [и+ (0) —и (0) Е (0)] в случае т (0)=0 
означает, что и+ (0) = и (0) Е (0). Приводимая классификация при- 
надлежит В. Феллеру [4]. 

  

  

  

В , Н 
Выход и вход Be ХО не ХОД и не вход 

Ро { т.о=0}= 0 или 1 0 1 0 

Буо(е 0) = 1 1 0 0 
ut (0) —u (0) k (0) 7 (0) , — хи (0) —xu (0) 

(Gu) (0) = если Ру {ту=0}=1; 

—% u (0) u+(0) =0 
если Ро{т.о=0}=0           

Оператор @® в | зависит от $, ти А вблизи 1 таким же обра- 
30M. 

В качестве второго примера рассмотрим сингулярный случай: 

9 = (0, 1}; (17а) 

Ро {пи < ©} >0; (17b) 
Py {14-9 Л мо = - со} =1; (17c) 

Ey (my /\ Mo) < + 00. (17d) 

Формула (17Ъ) означает, что в [0,1) нет левосингулярных точек. 
Интервал (© разбивается на множество точек переноса 

K+ (9, 1) =[0, 1) () {a: Ра {Шао = оо} = 1}; (18)
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регулярные интервалы 

0» = [1», го), Еш{е "т+0} =1, п> 1, (19) 
И 

единственную ловушку в точке 1. (20) 

На U (ln, rn) оператор @ можно представить в виде 
n>1 

(Си) (5) т (45) = и+ (48) —и (5) (45), << г»; (21а) 

(Gu) (fn) m (ln) = ut (Ln) — u (Ln) B (En). (21b) 

Здесь $, Ё и т, как и в описанном выше несингулярном случае, 
выбраны так, что для 1,<a<(b<r, при некотором выборе 
константы В, зависящем от аи 6, выполнены соотношения !) 

$ (45) = В [раь (5) Poa (45) — Poa (5) Раь (45)] >> 0; (22а) 
раь (45) Poa (48) So. 
  

  

  

— — > 0; 
A (ae) = Foe) ры ® (225) 

m (d&) = — [ель (4) — ean (§) 2 (dE)] > 0. (22c) 

В левом конце интервала @„ имеем 

_ Ш. и (6) —и (№). 
ut (Lp + 0) = ut (Ln) = Jim 5 (6)—5 (In) ; (23a) 

а Ри {mp = о} , 
R (1) — lim $ (b)—s (11) ’ (23b) 

— 1; Вл {ть Л мо} 

m(/n)= lim 56—50) (25¢) 
причем, если $([1,)=$(1-0)= — со, считаем по определению 
и+ (1) =Е (Ц) = т ([,) = 0. Функции $, А и т удовлетворяют дополни- 
тельному условию 

Х [| #1, 949+ | м, 9 5449 | <+%®. (24) 
п>1 Qn Оп 

Кроме того, рассматривая для а<б выходные вероятности 
и среднее время выхода 

рь (а) = Ра {ть < оо}, (25а) 

еь (а) = Еа {ть /\ mo}, (255) 

1) pty, р и т. д. вычислены относительно универсальной шкалы 5, 
задаваемой формулой (22а), а не относительно локальной шкалы $аь (48) = 

= Pad (E) Pba (46) — Poa (&) Pad (46).
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можно ввести mepy ky, убивающую при переносе, и шкалу пере- 

  

HOCa Sx: 

0<k, (dt) = 28 oe (E<b); 

hs (dg) =P. <1); 
№+ (0)=0, 0<, (1) = Ри-о {пи = + 00}; 
5+ (45) = — [6ь (48) — вь (5) А+ (48) (5< 6), 

5+ (4) = — [е (4) — ен (®) + (48) (< 1. 
При этом будут справедливы следующие утверждения: 

b 

Mynkyun $,(b) = \ 5+ (4) непрерывна; 
0 

5+ (а) < 5+(5) (а<5}; 
5+ (1+ Е. [0, 1) < оо; 

\ (9049 = \ м9 
[а, )ПК+ [а, )ПК+ 

a<b, u€ D(), 
а при № << 

= | ре);   

  

s, (dg) = | p(n) m(an)s р (5) 
[!n, §) 

здесь р — решение краевой задачи 

р* (4) =р (Е) ^ (4), Б<Е <; 
pt ([.) = DP (ln) R (Ln); 

P (In +0) = p (In) =1. 
Формулу (28а) можно переписать по-другому: 

и (6) —и ()— TE A, [1— + (45)]]71— 1] и (а) 

5+ (5) —$+ (а) , 

аеК. П[0, 1), uweD(). 

  (би) (а) = lim 

(26a) 

(26b) 

(27a) 

(27b) 

(27с) 

(28а) 

(29а) 

(295) 

(30а) 

(30b) 

(30c) 

(28b) 

Здесь под fe ‚И — Rs (48)] понимается е-+@®, 51 (] —ж!)(1—ж»2).. 

где непрерывная часть функции ^А., а жи, х2, ... (< , — скачки 
функции №. при а<&<6.
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Область О (©) можно теперь описать как класс Ш (©°) таких 
функций и, что для какой-то функции u°C€D выполняются 
равенства !) 

\ “ето = |} м-в, = (914) 
(a,b) [a, b) 

Inp<la<b<n; 

u" (Ln) m (In) = ut (Ln) —u (Ip) B (En); (31) 

и“ (5) + (4)= \ ши, (32) 
(a, b) K+ (a, bd) K+ 

0<a<b<l; 

u’ (1)=0, (33) 
а оператор @ оказывается совпадающим с глобальным дифферен- 
циальным оператором ©’, производящим отображение иЕр(®°)—>и`. 
Оператор @° однозначен, так как и"ЕО, О< та, 6) (<а<6<„) 
и 5+ (2) < 5+ (5) (а <5). 

Аналогичное описание оператора @® сохраняется и в общем случае; 
выкладки становятся несколько сложнее, но ничего нового не появ- 
ляется. Доказательство удается провести по образцу рассмотренного 
частного случая, используя расщепление, описанное в 65 3.5, и оста- 
новленные движения, изученные в 6 3.9. 

Если читатель хочет пропустить сингулярный случай при первом 
чтении, ему нужно читать $ 4.2—4.7 и5.1 — 5.9, а потом вернуться 
и прочесть 5 4.8 —4.10, 5.10 и 5.11. 

4.2. 6 как локальный дифференциальный оператор. 
Консервативный несингулярный случай 

Рассмотрим консервативный несингулярный случай 

Ра {ть = -- оо} =1, 0<a<l; (1) 

Ра {Тонко = 0} =1, O<a<l; (2a) 

Р. {о =0}=1, O<a<l. (2b) 

1) В формуле (32) содержится условие согласования u(b—0)= 

=:[1—k, (6)] u (b) (0<b< 1).
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Предположим, кроме того, что 

Ра {по < + со} >> 0, а<!; (За) 

Ра {пи < - оо} > 0, а > 0; (3b) 

Ро {то = - со} = 1; (4а) 

Py {my-p = + co} = 1; (4b) 

Бо {т /\ пи} <- о, О<а< 1. (5) 

Построим теперь шкалу $ (т. е. непрерывную функцию, удовлетво- 
ряющую условию $(а)<$(5) (а&<5)) и меру скорости т (т. е. неот- 
рицательную меру, удовлетворяющую условию т [а, 6) > 0 (&<5)), 
такие, что 

(и, иер(®), О<Е<Ь (0) 
Здесь и и и* — односторонние производные функции и по шкале 

  

_ tie, # (а) —и (6) + 4s, 4(b)—Uu (a) 

и (2) = lim s(a)—s(b) ’ и (a) = lim s(b)—s(a) ’ 

а формула (6) является сокращенной записью для 

и (6) — и (а) = \ @иат, (7a) 

[а, 5) 

и+ (6) — и* (а) = Gu dm, (7b) 
(a, b] 

где 0<a<b<l. 
Положим по определению 

$ (Е) = РЕ (пи < - со} =Р: {пи <}, 0<Е<1. (8) 

Пусть е, — характеристическая функция точки 1; тогда при ={0 

u=E (e-*™) = &G,e, ts. (9) 

Полагая #10 в соотношении 

& x [Gue,; — Gee, + (&— =) С Ц.е!] = 0, (10) 

получаем 
а 5 = $. (11) 

Это показывает, что 

se€D(S); (12a) 

6s=0. (12b) 

10—1209



146 4. Производящие операторы 

Ясно, что $ (а)<5$(5) (а< 5); если при каких-то а< 6 окажется 

5(а) =$(6), то или $(6) = 0, что противоречит (ЗЬ), или же $ (а)/з (6) = 
—= Ра {ть < - ©} =| и 

0O< Ey (e-™0) = Ey {e-™0, ть < по} = Ва (е—Ть) Еь (ео) < Ey (e-™), 

(13) 
чего не может быть. Это означает, что $ является шкалой. 

Так как выполнено (5), то при а<& < 

1 =Р» {и /\ мь < - со} = Р; {Ш < и} -- Рё {ть <}. (14) 
Кроме того, если положить м = т /\ ть, легко вывести, что 

$ (Е) = Р+ {т < - оо, пи (ш+) < - оо} = 

= Рё {та < ть} $ (а) | Рё {ть < п} 5 (5). (15) 

Разрешая уравнения (14) и (15) относительно Р+ {та < ть} 
и Рё {ть < м.}, находим выражение этих вероятностей через шкалу 

Py tg <m}= LOOP my <mg} = SOHO | s(b)—s (a) ’ 

а<ЕЁ<6. (16) 

Определим езь как среднее время выхода 

еь (Е) = Е {ma A mo}, а<8<6. (17) 
Из формул (16) вытекает, что если при а<ё<6 положить 
= И /\ мь, то получим 

е (Е) = ео (Е) = Ва [же -- п (+) /\ ms (WH) = 

Не (+3 ео ое). (8) 
Это означает, что е— выпуклая вверх функция от шкалы. 

Функция е также принадлежит О (6). Действительно, пусть 
[— характеристическая функция интервала (0, 1); тогда 

MoAm, 

Gf=E,[ | e-etdt|te, ef0. 
0 

Устремляя = к 0 в соотношении 

[Ga —G, + (a— 8) GaGe] f = 0, (19) 

находим, что е=@. [[-- ие]. Это означает, что 

e€D(S); (20a) 

1 (O<§E<1); 

—6e={=| 0 (&=0, 1). (200)
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В частности, в силу условий (2) и (3) функция е непрерывна 
на [0,1] (см. $ 3.6). 

Вообще, пусть е— выпуклая вверх функция, причем 

е(0) =е(-0)=е(1) =е(1—0) = 0; 
тогда 

1 

e(a)= —\ G(a, b)et(db), 0<а<1, (21) 
0 

где @— функция Грина 

G(a, b)=G(b, a) = ROS OE as a<b, (22) 

a e- (db) =е* (46) —неположительная мера, индуцированная функ- 
циями интервала 

  

e(a)—e (5) , e~ [a, b) =e" (b)—e(a),  e-(a)= lim 5 (а)—$(5) ; (23a) 

et (a, b] =e* (b)—et*(a), et(a)= lim г (р) e (a) (23b) 
{а $(6)—$ (а) ° 

Приведем доказательство. 
Поскольку е выпукла вверх, имеем 

ее (а) (Та), е+(а) < о (а>0), ее — (94а) 

sy ye (2) (61а), e(a)>—ol(a<l), "Еф — (9245) 

причем 

ег (а—0)=е*(а—0)=е` (а), а<1; (25а) 

гг (а 0) =е+ (а-0)=е* (а), а>0. (25b) 

Отсюда следует, что функции интервала (23) индуцируют одну 
и ту же неположительную меру е` (46) = е* (465). Поскольку е= Еф и 

e (0) =e(+0)=e(1)=e(1—0)=0, 

имеем 

e (b)—e (0) > e* (b) [s(b)—s ()] > e+ (=) [s(b)—s(0)], (264) 

b<s; 

e (1) —e (6) <e# (6) [s(1)—s(6)] <e# (5) [s(I)—s()], b> z. 
(26b) 

10*
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Отсюда получаем, что при О<а<!1 

1 

\ G(a, b) et (6) = > \ [s(b) —s(0)] e+ (db) + 
0 0 — 

—s(0 HEB | о-в a<b<ii 

= Fy a | 15(@)—s (Ol e* (a) — | = 6) (de) } + 
1 

—s(0 + 19 — 29 | —18(1)—s(aylet (a) + | e* (6) (46) ] = —е(@), (27) 

т. е. формула (21) доказана. 
Если, применить теперь (21) к е=Е. (м /\ ш!), то получим, 

что е = \ Сат, где т— мера скорости: 
0 

m(db) = —et (db) > 0. (28) 

Так как член еаь в (18) положителен, то т[а, 6) >0 (а<5). 
Теперь легко доказать (6). 
Пусть дана функция ибо (6). Из формулы Дынкина (3.7.7) 

при = /\ и. вытекает, что 

$ (Е) —$ (а) 5(1)—$ (Е) — 
5 (1)—$ (0) “(П—50) 30) 4 (9)— 4 (6) = 

п 

= ВЕ (хи) и (8) = Ey [ | (Gu) (mat ],  0<8<1. (29) 
0 

Чтобы установить (6), достаточно доказать, что 

т 1 

Е. [| #09) 4] =\ брат, fed, (30) 
0 0 

продифференцировать полученную формулу 

1 

ии (0 -и®= | 04, 1) (4) (а) ик). (31 
0
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Пусть дано множество В <= [0, 1] с характеристической функ- 
m 

цией [. Функция ив=Е, | \ f (x) at | выпукла вверх, так как 
0 

MaAmMy b 

us()=Ex[ | Га] + О и (а 
0 

ОО иь®, аз, (32) 
причем ив (-0)=из(1—0)=0, поскольку О<ив<е!. Выбирая 
В= (5, 1] (0<$<1) и применяя формулу (21) и 

|) — 
ие ОО и (в), 6<Ь иещьнь eo (33) 

получаем 

И(ь, 1] 2 \ ват: (34a) 

(b, 1] 

Upp, 147 = lim ua, 17> \ Gdm. (34b) 

ofp (6:41 
Но таким же образом мы устанавливаем, что 

Шо, 5) > \ G dm, (34с) 
[0,5) 

и, складывая (346) и (34с), получаем 
1 

е = иго, в) Ибь. 11 > Gdm-+ \ Gdm= \ Gdm=e, 

[0, b) [b, 1] 0 

Uo, 11 = \ бат, 0<%5<1, (35) 
(5, 1] 

что сразу приводит к формуле (30). 

Задача 1. Рассмотрим расщепление стандартного броуновского 
движения на независимые элементы: множество 3=:{Ё: х(=0}, 
экскурсии е,: п> [и знаки е: п>1 (см. 6 2.9). Задача состоит 
в том, чтобы вычислить шкалу $(4&) и меру скорости т (4) для 
косого броуновского движения, составленного из стандартных броу- 
новских Зи ее: п>[ и косых знаков е„ = + 1, Р.{е. = + 1} =а, 
п>1, 0<а«<1. (Для стандартного броуновского движения © = 1/5.) 

[$ (4Е) = (1—@)/14&, т (4) =2 (1—а) 4& для &<0; 

$ (4) = 14, т (4) = 2а4Е для Ё> 0.
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Действительно, пусть 3»: л>1р— некоторая (борелевская) нумера- 
ция смежных интервалов множества 3, а м*1, ш*: — моменты дости- 
жения -- | косым броуновским движением; тогда 

s(+1)—s (0) _ + Л __ 

s(F)—s(—— ots <a} = 
=» Po{en= — 1, м-1 Л ша Зи} = 

п>1 

=(1—а) > Ро {1-1 Л пн} =1—& 
п>1 

en — . Чтобы закончить доказатель- 
ство, воспользуйтесь тем, что косое и обычное броуновские движе- 
ния совпадают вплоть до момента достижения точки 0.] 

Задача 2. Рассмотрим частицу, движущуюся по множеству 21 
целых чисел по следующему правилу: она ждет в точке х(0) =16 21 
в течение экспоненциального времени е, >0; в момент е, делает 
шаг величины -Е1 с вероятностями, зависящими от [: 

0 < р = Ри {х (в) =14 1}, p-ta=h 
затем она начинает движение заново, т. е. ждет в точке х (е.) =: 1 
в течение независимого от е, экспоненциального времени е› > 0, 
и т. д. В. Феллер [12] установил, что производящий оператор © 
такого процесса гибели и размножения можно выразить через 
расстояние (шкалу) и положительные веса (меру скорости): 

ut—u- 
@и = = 

или, что то же,   

  

где 

-ил _ ¥(f)—u(l—1) , 

“(= s(l)—s(l—1) ’ 

_ ВИО. 
u* (1) = s(l+1)—s(l) ’ 

s (b) —s (l) . 

0—8’ “<< 
_ s(t I)—s (11) 

<= А-П ©). 
Дать полное доказательство этого утверждения изложенным выше 

методом. 

  

Ру {ито < ть} = 

  

4.3. 6 как локальный дифференциальный оператор. 
Общий несингулярный случай 

Рассмотрим теперь общую несингулярную диффузию В с интер- 
валом состояний [0, 1] и докажем существование шкалы $, неотри- 
цательной убивающей меры Е и положительной меры скорости т,
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определенных на (0, 1) и таких, что для любой функции иЕД (6) 

(би) (5) т (4) =и (@)—и (5) Е (45) = 
—=и* (4) —и(&) Е (4), 0<Е<1. (1) 

Пусть 0<а<6<!1. Ясно, что с точностью до изменения 
масштаба условная диффузия (см. задачу 3.9.2) 

р*— |, В, РЁ(В) = Р: {ш: СВ] ш< + оо}, а«Ё<Ы, (2) 
Mt = Ma /\ Mo, 

удовлетворяет всем условиям предыдущего параграфа. Отсюда мы 
заключаем, что для шкалы 

5* (Е) = РЁ {ть < + оо}, (3) 
меры скорости) 

т* (45) = — е** (4), — e* (€) = Eg (m), (4) 
и связанной с ними функции Грина G* 

™ b 

EE[ | F(x dt] =| GG n) f () me (an), (5) 
0 a 

ax<t<b), ГЕС (а, 6). 

Положим по определению #=}Р. {< + со} на [а, 6]. 
Если иер (6), из формулы Дынкина следует, что при а< < 

[Eg [u* (x,,)] —u* (E)] Py {m < + оо} = Ее {и (хп), т < + оо} — и (Е) = 
TMA co 

=Е[ \ (6a)(x)at]= 
0 

{оо 

= dt E, {(Gu)* (x1) Рх, {п << + со}, < ш Л м} = 
оо 

= \ dt Ef {(Gu)* (x), # < т} Р: {п < co} = 
0 

щ 

=ЕЁ | \ (Фи)* (4) 4 | РЕ {т < оо}. (6) 
0 

1) В применении к функциям е* (со звездочкой) знаки — и + означают 
левое и правое дифференцирование по 5*.
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Учитывая равенство (5), выводим из (6), что 

* s* (b)—s* (§) s* (§)—s* (4) жир 
—u (5) + 5* (6)— 5* (а) и (а) + s*® (b) — s* (a) и (6) 7 

b 

=| G*(§, yn) (Gu)*m* (dn), a<E<b. (7) 
a 

Это означает, что 

(Gu)* (§) m* (a) = u* (d&) = u** (ds), a<&< 6, u€D(G). (8) 
Рассмотрим новую шкалу 

5 (45) = [р (2)]? 5* (45), р(5)=Рь{т< о}, а<5<Ь. (9) 

Пусть © > 0; тогда (.1ЕШО(6®), ©С.1=а(.1—1<ж< 0, и, исполь- 
зуя (7), получаем отсюда, что (@„1)*— выпуклая вверх функция 
от 5*. Значит, и 1*= Шт < (С.„1)* является выпуклой вверх функ- 

© 1 Нео 

цией от 5*. Выражая производную — 1** по 5* через производные 
по $, мы находим, что") 

— 1** (&) = p* (6) Et. (10) 
Формула (10) позволяет ввести неотрицательную убивающую 

меру 
R (d§) = p(&)* p* (a8) = p (§)* p (46), (11) 

а также определить положительную меру скорости 

m (dE) = p (&)® m* (dB). (12) 
V3 (8) BpitekaeT, uTO aan uC D(G) 

(Gu) (§) m (dE) = p (E) * (Gu)* (§) m* (dé) = 
= p (5) u** (dE) = p (&)* (p? (up™*)*) (dE) = 
= p(&)* (utp — up*) (d§) = и* (45) — и (5) р (5) р* (45) = 

= и* (48) —и (5) Е (48) = и (45) —и (5) (4), (13) 

т. е. формула (1) справедлива при а<&< 6. 
Формула (13)— локальная; докажем глобальную формулу (1). 
Пусть даны какие-то другие $5°, А’, ит’, для которых формула (13) 

справедлива; положим по определению 

51 (5) = Е (е7“"®); (14а) 

52 (5) = Е (27°). (145) 

1) В применении к функциям е (без звездочки) знаки ` и + означают левое 
и правое дифференцирование по $.



4.4. Другое доказательство 153 

Тогда если и(&) = С. [(а—Е) \/ 0], то и(а)>0 и ge=u(a)ytu 
(a<§<b). Применяя формулу (13) с $’, А’, т’, получаем 1) 

ед» (5) т’ (4) = в: * (48) — в (&) ^` (4), а<ё<6; (15а) 
аналогично получаем 

ад: (5) т’ (45) = в1* (45) — &1 (5) ^ (45). (155) 

Так как 241, &2Еф и 0= д1* (45) в› (5) — вл (Е) &:* (45), то врон- 
скиан 4:*2. — 818," является константой (положительной). Поэтому 
$°(4Е) определяется однозначно с точностью до постоянного мно- 
жителя (положительного); а при фиксированном $’ (4Ё) из фор- 
мул (15) однозначно определяются А’ (4Ё) и т’ (а): 

$ (45) = 18 (45), К (45) = Г (4), т (45) =Г`т (@8), 
5° (а, 5) ив. > 0. (16) 

Далее, любая точка 0<&<1 принадлежит какому-то интер- 
валу (а, 6), на котором определены такие $, А и т, что выпол- 
нено (13). Если даны два таких интервала, то соответствующие $5, 
Е и т согласуются между собой на их общей части так, как это. 
указывает формула (16). Используя это, легко соединить локальные 
шкалы, меры скорости и убивающие меры и получить глобальные, 
для которых будет справедлива формула (1). 

4.4. Другое доказательство 

Формулу (4.3.1) можно доказать, усовершенствовав метод $ 4.2; 
при этом мы обойдемся без условной диффузии, рассматриваемой   
В $ 4.3. 

Если О<а<ь<1, то функция 

ры (Е) = Рё {м < м}, а<Е<Ь, (1) 
удовлетворяет условиям 

Рьа (Е) < ры (м), 5< 1; (2а) 
Ры ЕС [а, Ь]; (2b) 

Рьа (а) =0, Poa (0) = 1. (2c) 

Формула (2с) не требует доказательства; докажем (2а). Пред- 
положим, что ры (1) =0 при каком-то а<ц< 65; тогда 

O< E, [e-™] = E, {e-™, ma < ть} < Ви [е-"], 

1) В применении к функциям & символ °+ означает правое дифференци- 
ование по 5°.



154 4. Производящие операторы 
  

что невозможно. Аналогично доказывается, что рта (&) <1 (&< 1). 
Поэтому 

Рьа (Е) = Рпа (8) Рыз (1) < Poa (1); 

что и требовалось доказать. Так как функция рта (ЕЁ) непрерывна 
по 1 (П>>&), то Ры (1) непрерывна (> а), и для завершения 
доказательства формулы (2Ъ) достаточно применить оценку 

Рта (а-- 0) < Р, {ть < =}{0 (10, а<1<5). 
Меняя местами а и 6, получаем, что функция 

Раь (Е) = Р: {и <}, а<&<Ь, (3) 
удовлетворяет аналогичным условиям 

Раь (Е) >> Раь (1), < 1; (4a) 
Pav EC [a, 6]; (4b) 

Раь (а) =1, Pap (6) = 9. (4c) 

TlokaxkeM, UTO Pap—ébinyKraan вниз функция от Ё= ры. Дей- 
ствительно, если аа’ << * < Ь, то 

Роь (5) = Pa-ve (§) Pav (2°) + Po-a+ (5) Pas (0°); (5a) 
рьа (Е) = Pasve (§) Poa (2°) + Poa: (E) Poa (0°). (5b) 

Paspeulaem ypaBHeHua (5b) u 

р (5) = Paros (§) + Po-a- (6) (<1) (6) 
относительно рь-а. И разь. и, выражая последние через р и {= ры: 

_ 1 ®—р (Е) Е (а°) _ 9-Е (а°) , [1—2 (8) Ра (а*). 
Рь*а. (Е) = t (b°)—t (a’) =Tby)aota)yt t(b°)—t# (a°) ’ (7a) 

_ pP(E)t(b*)—t(6) _ t(6°)—#(E) — [1— 2 (8) Poa (5°) 
аль (6) = а) Hea) ee) Hay? 9) 

подставляем в (5а) и находим 

t(b°)—t . 1 (5) —2 (а* . Ро (ЕКО Рав (а) Ну Ро (6°) — 

Я [Ра (6") раь (а") — Рьа (а”) Раь (6*)] < 
1(6°)—1 (Е) . t(E)—t(a*) . 

<6) ta") Pa (4 На Раь (В ), (8) 

что и требовалось доказать. 
Но это означает, что функция 

. ну баб (1) — Раь (Е) 
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удовлетворяет условиям 

Pp’ ef; (10a) 

lim p* (n) =p” (§). (10b) 
м} 8 

Если определить шкалу 

Е E 

S(§) = Sap (E) = \ [Раь Рьа — Рьа Араь] = \ [Pan—tp*]dt, (11) 
a 

то оказывается, что 

t= pia ()= lim ук = oot (12) 
  

+ — ил Раь (П)— Раь (Е) — nett 
Pab (5) = lim s(n)—s (E) =p't ЕТ, (13) 

и [см. (11)] 

рзаРаь — PoaPar = t* [Pa»—tp*] = 1. (14) 

Это позволяет ввести убивающиую меру 
+ 

O< har (dt)= 2A, a<E<b, p=par, Poa = (15) 
Ilyctb JaHbl a<ca’<(b° <b; mpumeHaA TOT же метод к ра-ь. 

и Pp-a+, находим шкалу Sgep- HW убивающую меру Ра-ь. для 
а’ <<’. Разрешая уравнения (5) относительно ра+ь» И рь-а.: 

  

  
  

  

  
  

ра © Pat) в(: , 
__ | Рьа (8) Рьа (6°)| __ ° 

Pasbe (Е) = Pab (a°) Pab (b°)| — В é b ) (16a) 

Poa(@*) Рьа (8°) a° 6° 

Pab(@*) раь (Е) В (? :) 
Dora (Е) = | Рьа (а°) рьа (Е) | —_ а° Ё (16b) 

Pab(@°) Pad (b*)| aby’ 
Poa (2°) Pba (8°) В (о ь. 

получаем с помощью несложных преобразований, что при 
а’ <Е<Ь’ 

  

ба*ь» (dE) = B sap (d); (17a) 

Ra *be (d§) — ВРаь (dé), (17b) 

где B=B (* ‚.) . 
a’ b
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Перейдем теперь к мере скорости. Введем среднее время выхода 

е (5) = евь (Е) = Е {ма /\ ть A mo}, а<&<ф. (18) 

Выберем интервал (а, 6) настолько малым, чтобы для какой-то. 
функции ис О(®) было ви >0 (а<Ё<) (такими интервалами. 
(а, 6) можно покрыть весь интервал (0, 1)). 

При «<< имеем 

Ез [и (Х (ма /\ ть (\ ttto))] — и (5) == 
Ша/Лть/Л оо 

= Еь \ Gudt | >min Gu-e(&), (19) 
о [a,b] 

что показывает, что функция е ограничена и что 

e(a+0)=e(b—0)=0. (20) 

Кроме того, при аа’ <&<6’<Ь 

е (5) = еа-ь- (5) Ра-ь. (5) е (а") + Рь-а- (5)е (6°). (21) 
Легко проверить, что зир еа+ь. мал для малого (а°, 6°) (достаточно 

[a°,b°] 
в формулу (19) подставить (а’, 6°) вместо (а, 6)); поэтому из (21) 
вытекает, что еь ЕС [а, 6]. 

Теперь подставим (16а) и (16) в (21); получим 

в(". 5.)e@=B(2. 5. Jeo @+B(2 ?. Je(a)+B(%.",) 00" 
(22) 

или, если собрать определители вместе, 

a е(5") е(Е) е(а’) 
>В (“. „.) =>. ®= [ры ры ®) ры"), (9 

Pad (6°) Раь (5) Pab (а°)     
а<а'‘ << 5" <. 

Формула (21) означает, что е(Ё) лежит выше, чем линейная 
интерполирующая функция 

[(5) = Разь. ()е (а") + рьза- (Ё)е (65°) (а’<5<5°). 
Функция [ удовлетворяет соотношению 1) 

1+ (dE) — Раь (Е) 1 (5) =0. 
1) +t) lim 9-Е ниш _К9-И 

(5) nti Sab (N)— Sab (E) ' (8) ntt 5аь (Е) — $аь (1) ©



4.4. Другое доказательство 157 

Будем представлять себе такие [| как прямые; тогда ситуацию, 
выражаемую формулами (21) — (23), естественно описать словами: 
функция е выпукла вверх относительно линейной формы *) 

из (4) — Роь (АЕ) и (Е). 

Мы можем ожидать, что при этом 

b 

e (£) = ean (8)= | Gav (En) mas(dn), a<E<b, (24) 

где таь (4&) — мера (положительная) — [е+ (4) —^ (аЕ)е (&)], а @ь — 
функция Грина 

Саь (Е, 1) = Соь (1, 8) = ры (Е) Раь (2), Еж<\. (25) 

Для доказательства формулы (24) рассмотрим разбиение А 
отрезка [а, 6] и между каждой парой последовательных точек 

Рис. 1. 

деления а<а’ <6‘’<Ь определим интерполирующую функцию 

ел (5) = Ра-ь- (5) е (а*) - Рь+а- (5) е (65°), а“ <<". (26) 
(См. рис. 1.) 

Имеем: ед ЕС [а, 6], ед <е и едфе, когда диаметр разбиения, 
убывая, стремится к 0; мера та (4) == [е# (4Е) — №аь (4) ел (Е)] 
(а<#<5) сосредоточена в точках деления разбиения. 

Мера тд неотрицательна. Действительно, пусть а &<6— 
одна из точек деления, и пусть а<а’ <&<5' <; тогда имеем 
(используя соотношения ел<е, ел(&)=е(Ё) и формулу (23)) 

ел (6`)  е^(Ё) ел(а’) е (65°) e(§) е(а’) 
Рьа (6°) Рьс (Е) Рьа(а“)|< | ры (65°) Ры (Е) —Ры (а°)| < 0. (27) 

Раь(6°) Раь(ё) раь(а“”)| | Pav(b°) рРаь (Е) Роь (а’) 

1) См. частный случай этой идеи в работе М. Хейнса [1]. -
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Преобразуя определитель в левой части, получаем 

е_ (5*)— ел (Е) ел (&) —ел (а*) 

5-5 4“ ses a") 
1 а(6°) — Рьа а(5) — Рьа (а“) | — 0< lim | 26 (56°) —Рьа (Е) Poa (Е) рьа (Е) — Рьа (а°) | — 

    

    

        
arts byte s(§)—s(a*) 

°48 | Pay (0°) — Pan (E) Pab()— Pad (2°) 
s(b)y—s(ey PE) “Ss (a) 

ex(E) ea(§) ea(6) 
Pia (Е) Poa (Е) Poa (Е) 

раь (2) Раь(5) рРаь(Е) 

ел (Е) — ех (5) — Каь (&) ед (8) ea(E) ea(6) 
    

ра (Е) — Рьс(&) — Еаь (5) ры (2) Рьз (5) Рьа (Е) 

раь (Е) — Раь (&) — Коь (Е) Раь (Е) Pab(§) Pav (§)   
—тл (Е) е(&) ед(Ё) 

= |0 Рьс (Е)  рьа (Е) | = тл (& [рьаРаь — Рыараы] = тл (Е), (28) 
0 Раь (Е) Раь(5)     

т. е. в каждой точке деления тд >20. 
Легко убедиться с помощью простой выкладки, что е* = ел — 

— \ Сьатл является решением задачи 

e°* (dE) — Rap (dE)e"(§)=0, a<&<), (29a) 

е* (а-- 0) =е* (6—0) =0. (295) 

А значит, е°=0. В самом деле, пусть, например, 0 < 4 = тахе"* 
[а, 5] 

и а<\ц<Ь— наименьший корень уравнения е* = 4. Тогда (в силу 
(29а)) 0>е°”` в некоторой левой окрестности точки \, что проти- 
воречит неравенству 4>е’ (Е) (&<1) и означает, что ел = 

Далее, так как е >. ел = Сльатл, то, если мы выберем а<с<6 

и положим 

рье (Ё) тл (4), а<Ё< с; (30) 
ta (48) = Pav (&) ma (dé), D>§E>e, 

полная масса fala, 6] этой меры ограничена. Выберем такие раз- 
биения А с диаметрами, стремящимися к 0, что пл сходится к неот-
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рицательной мере п на [а, 6]. Тогда получим 
b b 

ea = \ Gop ding 1 е = п (а) раь (Е) | п (6) ры (Е) \ Gap dimap, (31) 

где ° ° 

рые (5) 1 п (4), а<Е< с; 

Раь (5) п (45), 6 > Ес, 

п (а) =е(а-+0)=п (5) =е(6—0)=0. (33) 

Доказательство формулы (24) завершено. 
Мера ть и есть мера скорости. Теперь нужно, применяя фор- 

мулы (21) и (17), доказать, что таь преобразуется в соответствии 
с правилом 

а 6 

а’ 65° 

Конец доказательства формулы (4.3.1) проводится, как в $ 4.2. 

Mab (dé) = (32) 

И 

то-ь. (4) = в ( ) a (в). (34) 

Задача 1. Доказать, что при а< 

$ (5) —$ (Е) $ (Е) —$ (а) 
Раь (5) <:%-—@9 » Pba (8)< y= (ay ’ 

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда 
Е (а, 6) =0. 

[Функция р(Ё)= раь (Е) является решением задачи р* (4) = 

=р(5) 2 (45), р(а) =1, р(6) =0, и поэтому 
$ (6) —5 (Е) $ (Е) —$ (а) _ $ (6)—$ (5) — 

р 55-57 95а =") 
График р не может касаться [ внутри (а, 6), если только это 
не линейная функция от $, т. е. р* (4) =р (Е) Е (4=) =0.] 

Задача 2. Доказать, что Ра {ь< В — выпуклая вниз функ- 
ция от $=$(а) при а<ф и при а>6. 

[Ра {ть < 1} < Ра {ть (п, л т) < 1} = 
= Pen (2) Рё {мь < 1} - рт (а) Ра {ть < 1} 

при &<а<ц< 6 или &>а>\>>6; далее используйте резуль- 
тат задачи 1.] 

Задача 3. Рассмотрим класс О (©°) таких непрерывных функ- 
ций и, что для некоторой непрерывной функции и’ 

и*(6)—и*(а)= \ ме (а9-и Юта 0<a<b<1; 
(а, 5]
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и пусть ©° — дифференциальный оператор 

. — (Е — 4 (45) —и (5) ® (45) 
(6 и) (Е) =и (5) = т (4) ’ 0<Е<1. 

Задача состоит в том, чтобы показать, что ©‘’и<0 в каждой 
точке & О0< Е, где и (Е) принимает неотрицательный локальный 
максимум (см. задачу 3.7.1). 

[Пусть & О<а<#Ё<<|, таково, что и()<и(&) (>20) 
и (6`и) (1) >0 при а<ч<6. Тогда находим, что 

  

0>> раь (Е) и (а) + ры (5) и (6) —и (5) = \ Саь (5, п) (© и) (п) т (4) >>0, 

чего не может быть.] 

Задача 4. Доказать, что Ра {ть < + со} Рь {мо <- оо} на 
(0, 1)х (0, 1) либо тождественно равно 1, либо меньше 1. Диффу- 
зия О в первом случае называется возвратной, а во втором — 
невозвратной. 

[Если O<a<b<1 u Р. {< + оо} Рь{м<- с }=1, то 
рь (Е) = Р; {мь <- со} является решением задачи 

р* (45) =р(5) (45), 0<5<6; 

р (5) =1, Е=а, b. 

Используя то, что О<рёЕТ, находим, что рь(Ё) =1 (0<#<5). 
Но тогда А (48) =0 (0<Е<); и так как по той же причине 
k (dé) =0 (a<cE<1), TO py (E) = Р {ик < - со} (1>>1>>5) является 
решением задачи 

р+ (4) =0, О<Е< 1; 

p(n—9)=1; 
р* (5) =0, а<Е<6. 

Это означает, что ри (&) =1 (0<Е<\1) при всех < 1.] 

RQ 
C
9
 
OF
 

4.5. @ в изолированной сингулярной точке 

Пусть дана несингулярная диффузия О на интервале © с кон- 
цами 0 и 1. Если точка 0 не принадлежит @, добавим ее и поло- 
жим по определению Рь {то = Ш» = - со} = 1. 

Мы изменим О так, чтобы выполнялись условия 

ey = Ey (e~™+0) = eg = lim Exo (e7™®); (1a) 
10 

ез = E,)(e~™0) = e, = lim Ey (e~™+0). (1b) 
0
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Тогда 
е, 6, & =0 или 1; (2а) 

4 < е2, ез<6,; (2b) 

C43 = Coe, (2c) 

[см. формулы (3.3.3) — (3.3.5)]. Поэтому ecam ey< 2, TO 

е =0, е› =1, ез=е, =0; (За) 

условие (15) выполнено автоматически, и (см. задачу 3.6.3) Py 
можно изменить так, чтобы было Ру {ть =0}=1, т. е. е =1. 
Если же е. =е›, но ез < ев, то 

ез<1=е, е = е› =0; (3b) 

условие (1а) выполнено автоматически; по = п /\ М, если х (0) > 0, 
И Мои<-<. Чтобы изменить диффузию так, как нам нужно, 
достаточно рассмотреть [х° (1) :Ё>0, Р.], где 

x =| x(t), E<mo A Moo; 

0, 1 > пу /\ Ми. 

Изменим теперь О в 1 так, чтобы 160 и 

Ey (e~™1-0) = lim Ey~9 (e7™®); (4a) 
bt 1 

Ey-9 (e7™) = lim Ey (e~™1-0); (4b) 
bt 

всюду ниже будет рассматриваться именно эта измененная диф- 
физия. 

Пусть иЕО (6); если Рь {то < - 00} =0, To?) 

(би) (0) = —х (0) и (0), х (0) = [Е (ть) Г". (5a) 
Если же Ру {мо =0}=1 и при smto6om BEb6ope u€ D(G) выпол- 
няется соотношение си (0) -| с. (6и) (0) =0, то для любой функции 
[ер при а>0 будет [с -с›о] (@о) (0) = с} (0). Выбирая функ- 
цию { так, чтобы [(0)=0<[(5) (6 >0), из (С!) (0):>0 полу- 
чаем с, =с›.=0. Короче говоря, если Ру {то =0}=1, то и (0) и 
(Ви) (0) независимы для ие О ($). 

Но как мы сейчас докажем, если Рь {т.о = 0} =1, для любого 
иЕО (6) существует ?) 

. Ь) — и (0 сис 6 
1) e=E, (mo) >0; если е= +00, полагаем е—1 равным 0 
2) Если $ (0) = —с0, полагаем ut (0) = 0, 

11—1209
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ии(0), и* (0) и (©и) (0) связаны соотношением 

  

  

(Gu) (0) m (0) =и* (0) —и (0) # (0), ие ($). (5b) 
Здесь !) Pet 0} 

— 1: ormp= TOs , 
Е (0) — him $ (5) —5 (0) ’ (7a) 

m (0) = limo A Moo} (7b) 
byo 5(5)—5 (0) 

Формула (5Ъ) дополняет формулу (4.3.1): 

(Gu) (&) m (dé) = ut (dE) —u (E) Rk (dE), O E<l. 

Начнем с доказательства формулы (6). Если функция {6 D taKkosa, 
что [(а)==0 (а>1.), то для и=а, [62 (©) выполняется и (а) = 

== Еа(е "1 и (11) («< 1). Так как и(1)>0, то О<и(а)Е 1 
(0 <а<1,); поскольку Рь {ми = 0}==1, имеем и (0)=и (0) >> 0. 
Пользуясь тем, что (@и)(а) = и (а) (&а<1/,), из О<иЕф получаем, 
что 0О<и*64 слева от точки 1/›. Из всего этого следует, что 

1/2 1/5 

(0, = | +m (0, = |<2(0 [ wk (dé) + \ um (dt) | < 
+0 +0 

<и (0 [+ (5)—#* (+0 ] <+®, (8) 
откуда вытекает сходимость интеграла 

1/5 1/5 

\ «+ Gum (dé) = ut (>) —ut (+0) 
+0 

для любой функции 1cD (6) а это в свою очередь доказывает 
существование и*(-- 0). Для доказательства формулы (6) доста- 
точно теперь рассмотреть два случая: либо $ (0) >> — < и тогда?) 

® 
©
 

+ Ш: и (6) —и (0) _ . _—_ 1 + — +0 и (ОИ) = Lim ts (6)—s (ON | изм (+0 

либо $ (0) = © и тогда и* (0) =0, и*(-- 0) =0 в силу и(1,)— 

—и (0) = С и+ 45, и в соответствии с формулой (5b) будет 
+0 

Е (0) = т (0) =0. 

> Е (0) =т (0) =0, если $ (0) = —Oo. 
2) Из Ру {т+о=0}=1 вытекает, что и (0) =и (0).
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Пусть $ (0) >> — со; тогда из формулы Дынкина 

yee, Po {tty < +00} u (6) —и (0) тылы ® 
следует, что 

(би) (0) Бо {ть Л Шоо} [Ро {ть < оо} 1 — 
  

  

5 (6) —5(0) 
5) — и (0 Р —1 Е и(0)-Н0(1), 640. (10) 

Применяя формулу (6) и установленную независимость и(0) и 
(би) (0), заключаем отсюда, что коэффициенты 

[Ро {ть < + оо 1—1 Ро биь= - 05} 
  

    

$ (6) —$ (0) —7 $5) —$ (0) 0 (1); (11a) 

Eg {mp A Moo} [Ро {ть < со} | Бо {ть Л Шо} 

56—80) +01) (IIb) 
сходятся каждый в отдельности к неотрицательным пределам А (0) 
и т(0) < - с. Из этого сразу получается формула (55). 

Аналогичным условиям удовлетворяет оператор @® в 1; если 
иЕДО (6) и Р! {т =0}=0, то 

  

(би) (= —*(0и(1), (И =[Е1 (м), (12а) 
если же Р! {и =0}=1, то 

(би) (1) т (0) = — и (1)—и(1) А (1), (12b) 

rae . u(l)—u (bd) 
uw" (1) = lim 576) ==" (1—0) (13) 

и 

k(1)=lim = 09}, (14а) 
bt $ (1)—$ (5) 

— 1: Е: {ть Л мо} m (1) = Tim s() —s(6) (14b) 

Задача 1. Дать другое доказательство того, что 

(Gu) (0) m (0) = ut (0)—u(0)R(0), we D(B), 
в случае 

Ро {пи <- со} >0, Е {пи Л м} < | с. 

Использовать, как в $ 4.4, функции 

ра (5) = Рё {ии < - оо}; 

рол (5) = Рё {п < и}; 

е1 (5) = Е; {пи /\ о} 
11%
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для того, чтобы определить убивающую меру 
+ 

hb (dg) = EOP, O<E<1; 
_ pt(0) _ pt (+0) 

® (0) = р1 (0)  1№.(0) ’ 

  

и меру скорости 

т (45) = — [е1 (45) —еи (5) А (48), 0<8<1; 

т (0) = — [е1 (0) — в (0) (0), 
и чтобы выразить 

114 /\Moo 

р(би()-и(=Е[ \ (Gu)(m)dt], weD@) 
e 

oS
 

через функцию Грина 

б(Е, )=б(т, =2- 92, Ех; 

В = р! (Е) риал (Е) — р (&) ра (Е), О<Е<1. 

4.6. Решение уравнения @’и = au 

Рассмотрим измененную несингулярную диффузию, введенную 
в $ 4.5. Из правила композиции 

Eq (e7%™) = Eq (e7*™e) E, (e7%™), axc<b, a>O0, (1) 

сразу вытекает, что функция 

( Ea (e °™¥a), О0<а< 

а: (а) =\ (2a) 
( Ел (ет Маул, ><a, 

удовлетворяет условиям 

—ать) — 81 (а) . Ев (е ) (6) ’ 9 <; (За) 

21 (а) < 81 (5), a< ob; (4a) 

2: (а-- 0) = в: (а) <- ©, 0<а<1; 

21 (&а— 0) = 2, (а) >0, O<a<l. 

Теперь, так же как в рассуждении, приведшем нас к фор- 
муле (4.5.8), пусть 0<6<1, и пусть ЕР удовлетворяет усло- 

(5a)
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виям [(а)=0 (а<5) и [(а)>0 (а>5); тогда функция и=@Е 

€D(S) удовлетворяет условию и(а)= Ел (е “ТЪ)и(Ь) (a<b). 
Поскольку (Gu)(a)=au(a) (a<b) uw u(b)>0, легко видеть, 
что ©. является решением уравнения 

(©`&!) ($) =а в! (5), 0<Е<1, (ба) 

с граничными условиями !) 

ag, (0) т (0) = &1 (0) — а: (0) ^ (0), Eg (e~™+0) = 1; 

81 (0) = 2: (+0)=0, Eo (e~™+0) = 0. (7a) 

Здесь G* — дифференциальный оператор 

. __ и+ (48) —и (© Е (4Е) 
(6 и) (Е) = m (dE) ’ 0O<E<l. 

Аналогичное рассуждение показывает, что 

  

Е, (e772), > <a<l; 

a)= 2b 82 (а) Ел (ета), 0<а<1, (2b) 

2 

удовлетворяет условиям 

Ев (е-°ть) — oe a>b; (3b) 

£2 (a) < g2(5), a> b; (4b) 

&2(a+0) = go (a) >0, 0<a<l; (5b) 

g2(a—0)=g2,(a)< +o, I0<a<l, 
и уравнению 

(©`82) (5) =ав» (8), 0<Е<1, (6Ъ) 

с граничными условиями ?) 

ад (1) т (1) = — 2, (1)—82(1) Е (1), Ел (е7"1-0) = 1; 
7b 

&2(1)=g2(1—0)=0, Ey, (e~™1-0) = 0. (7) 

Функции 61 и 82 порождают все решения уравнения 

(©`и) (5) =аи (Е), О<ЕЗ<!. (8) 

Докажем это. Пусть даны 0<а<6<1 и решение и уравне- 
ния (8). Поскольку в! (а) 52 (6) — в! (6) 5. (а) <0, можно выбрать 

1) &#(0=81 (+0); если $ (0) = —oo, To m (0)=k (0) =0. 
2) в (1) =2; (1—0); если $ (1) = +00, то т (1) = (1) =0.
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такие константы Саь И Сьа, ЧТО и’ =и— [Саьб\ | Сиб] =Оваивб. 
Так как и” — решение уравнения (8), если и’ (Е) принимает поло- 
жительный локальный максимум в точке а < & < Ь, то 0< аи’ (Е) = 
= (G'u’) (Е) < 0 (см. задачу 4.4.3), чего не может быть. Поэтому 
и’<0 (4 <<); и если мы вместо и’ возьмем — и”, то получим, 

что и"(Е=0 (а<&<5). Но тогда и(Е)=саьв! (Е) + C082 (8) 
(а<ЕЁ<) и читатель легко проверит, что Саь И Сьз не зависят 
от аи 6. Доказательство закончено. 

Так как 

b 

вез get |a=\ [g:8'e1— Gg] m (dk), O<a<6<1, (9) 
a 

то вронскиан 

В=В[61, 82] = &1 (Е) 6> (&) — 51 (Е) в. (5) = 

= 61 (Е) 52 (Е) — в! (&) а: (5), 0<Е<1, (10) 

является постоянной (>> 0); это понадобится нам в дальнейшем. 
Пусть a>0. Положим ](46) = (46) ат (46) (O<b<1) 

и будем называть 0 
1/5 1/5 

точкой выхода, если - со > \ s (da) \ 1 (45); 
+0 a 

1/9 1/2 

точкой входа, если 4+ > \ j (da) \ s (db). 
+0 a 

Заметим, что эта классификация не зависит от @, и проверим 
утверждения, содержащиеся в приводимых ниже табл. | и 2. 
Почему употребляются термины выход и вход, легко понять, если 
взглянуть на строку 1 табл. 2. Равенство (@и) (0) = [из (0)]71 [м* (0)— 

—А(0)и(0)] в табл. 2 означает, что и*(0)=#(0) и (0), если 
т (0)=0; в табл. 1 2#(0) = 2 (-0). 

Конечная точка | называется 

1—0 а 

точкой выхода, если + с >> \ $ (аа) \ j (db); 

1/9 1/9 

1—0 а 

точкой входа, если + © > \ j (da) \ s (db); 

1/9 1/%
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значения 

£1 (1), g2 (1), &; (1)= g; (1— 9), P, {1114-9 = O}, lim Ey (e°™4); и т. д. 

можно описать так же, как в табл. | и 2. 

  

  

            
  

  

  

        
  

Таблица 1 

Выход Выход, Вход, Не выход 
И ВХОД не вход не выход и не вход 

&1 (0) 20 =0 >0 =0 
82 (0) <- со <-о — - со = + о 
at (0) > 0 >0 = 0 = 0 

— gf (0) <+00 =-+ 00 <+0 =+00 
1/9 

} 81а] <+-00 <+00 <+o <+00 
0 

о, 
| &2а] < +0 = со <-+о = -со 

+0 

Таблица 2 

Выход и вход вевкох | невьдод | и не вхо 

Ро {то =0} = О или 1 0 1 1 

ЕБ+о(е 10) = 1 1 0 0 
и+ (0) —и (0) Е (0 ‚ви (0) = [Hm — xu (0) 

если Ро { т.о=0}=1; 
— жи (0), ut (0)=0 

если Ру {т+о=0}=0. 

Занумеруем утверждения табл. 1, как клетки 11, 12,..., 64 
матрицы порядка 6 х4; мы советуем читателю взять карандаш 
и проверять каждое утверждение по мере того, как мы будем их 
доказывать. 

Поскольку 8+ (0)>0, строка 5 следует из равенства 81 (1/5) — 
2 2 

—=! (0)= | 214), а из равенства 2; (Ч) — 81 (0) = | #54] легко 
0 +0 + 

видеть, что строка 6 следует из строки 4. Так как 0 > с+ Еф,
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то 2:(0)= 2*(+0)<0, и поэтому из 2&.(0)<-‹ вытекает, 
что $ (0) > —©ю и 

+0 >£2(0)—g2(+)—[s(>)-s] (>) = 
1/2 1/2 1/ 

== | s(d8) edi>e(4) (i (84) sup. 
0 0 

Иначе говоря, если д. (0) <-- ®, то О— точка выхода, что дока- 
зывает утверждения 23 и 24; а отсюда выводятся 33 и 34, если 
использовать то, что 5+0, меньше, чем константа В = 916. — 616%. 
Из утверждений 42, 44 и из неравенства — 8153 <В следуют 12 
и 14; что касается самих 42 и 44, то, если 61(0) > — <, имеем 

1/ 1/2 2 

+o>ei(s)—e()=\ e2.di>et(s) | [s(s)-s@ Jai. 
+0 +0 

т. е. если бы было 2} (0) >> — со, то 0 был бы точкой входа. 
Пусть дано, что Ор— точка входа, но не выхода; тогда 

21 (0) =0 (см. 33), 

  

| gid; 
21 (Е) +0 

< ео <, 9, 
и поэтому 

1/2 1/2 1/9 
+ 

Ingi|y'= | 2 ds<\ 4, 8ds= | [s(=)-s®@]di<teo. 
0 0 +0 

что доказывает 13. Утверждение 43 следует из неравенства 

— £18, <B. 
Если дано, что О— точка выхода, то 

ом 
‚< \— et (& | } 4 

Bo (E) ~~ gate) ’ 

1/9 1/3 1/2 

2 (3) | etas—ines| <\i(& 7] s@<te. 
0 

  

и поэтому 

Это доказывает 21] и 22. Утверждение 32 теперь с очевидностью 
следует из , соотношений Gige— 88a = -В>0 и — 5: (Е) в. (&) = 

= — gi (E) \ grds< — gi (&) \ gids, a 41 u3 21 и из того, что 
0 0
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1/5 

83 (1/2) — 8 (0) \ 2.4] < в (0) ] (0, 1/5] (относительно утверждений 
+0 

11 и 13 см. задачу 1). 
Теперь табл. 1 установлена. Из нее сразу следует табл. 2. 

Задача 1. Пусть дано, что О— и точка выхода, и точка 
входа. Построить такие решения ©. и 5’ уравнения 

ag (E)=(G'g)(@), 0<E<Z, (11) 
ЧТо 

д. (0)=0, &#(0)>0, &. (5) =1; (12a) 

g (0) >0, g'*(0)=0, g (>)=ь (12b) 

и доказать, что они являются соответственно наименьшим и наи- 
большим из решений уравнения (11), удовлетворяющих усло- 
вию д (1![.) = 1. 

В 
| &.=B aj)’ В. = £182 (0)—g1 (9) ge, 

. В* . 
8 = Fa,’ B’ = &183 (0) — вт (0) 5», 

являются решениями уравнения (11) с граничными условиями (12); 
0О<д.<5`, и если О<вЕ1— какое-то другое решение уравне- 
ния (11), для которого 2 (1/.) =1, то в силу очевидной независи- 
мости с. и 2’ можно выбрать с. ис’ так, чтобы в=с.5.-с’5’. 
Теперь ©. << 5’ вытекает из g,.<g U 

=c >0, cy = 6.20, 

1 . 
& (5) =1=с.- с .| 

Задача 2. Вычислить возрастающее и убывающее решения 

&1 и 82 и вронскиан 8182— 8183 для ®'=|6 [Г "Р?12 (—1< у + оо) 
(см. применение этого в § 6.8)! 

[21 (а, а) = 6 (а, — а); если ПОЛОЖИТЬ В= (у 2) *, то в. (а, а) = 

=V aKa (2BV 2aa'/8) u gy (a, a)= nde BEV als ВУ Зам) 
для а> 0; вронскиан равен Г (1— В) Г (В)/2В 

    

1) См. Ф. Б. Хильдебранд [1: 161 —167).
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Задача 3. Определить шкалу и меру скорости для бессе- 
1 

левского движения с производящим оператором @’= я (я Gat 
d—ld 

+ =) и проверить, что 
' Г 
  

P {lim r(t)= + оо} =0 или 1 в зависимости от того, 
11 о 

4=2 или а> 3. 
Доказать также, что Р. {г > 0, #>> 0} =1 при 4>2 (см. 6 2.7). 

[$ (4г) =г!-—4 4г, т (аг) = 29-1 4г; $ (+ со) = 

= + (4=2), $(- <) < + (4>2); 
-- со 

\ sdm= | 
1 

таз=- оо .] 

=
—
 

Задача 4. Вычислить возрастающее и убывающее решения 
gi u Г. и, их вронскиан для бесселевского оператора @’= 
1 

5 (1 StS ; ~ =) (’>0) и использовать 6. для доказательства 

того, что 

li E —aeYMe\ _ 
ео 1 (е г) = м 

Что означает исчезновение @ 1)? 

[51 (©, = (ЕУЗа), в» (о, &) = Ко (ЕУ За); 

+g, —p,0+ = 1: ome) — Ko(V2a)_, 8185 — 218, = 1; Ey (e7 7) Ko (e Via) ° 

Ky (&) ~—In&(&}0).] 
Задача 5. Дать новое доказательство результата Д. Рэя 

|” Ро а {Мь <} =0, аз, п>1, 
t 

для общей несингулярной диффузии, используя соотношение 

Ogi =agy 

о, у > 0. 

для проверки того, что 

e Pa {1m < < mS [1+ap,+o%p,ta%pet... 4, a=,   

1) См. связанный с этим результат в задаче 6.8.4.
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где 

b 51 62-2 Eon-1 

Pon=\ s(d&:) \ т(4&)... | s(dEan-1) | m (dfn), 2>1 
a а--0 а а--0 

(См. (3.8.8) и задачу 3.8.1.) 

Задача 6. Несингулярная диффузия О является возврат- 
ной, если 

Е =0, (13) 

т (0, = | < - со, (би) (0) т (0) =и+ (0), если $ (0) > — со; (14а) 

т [> 1) <+ 0, (Su) (1) m (1) =ut (1), ecau s(1)<-+ 00, (14b) 

и невозвратной в противном случае (определение возвратности 
см. в задаче 4.4.4). 

[Пусть имеется возвратная диффузия; если — $ (0) < - о = 
= т (0, 1/.] и О < а, то 

— &1 (а) gi (а) —_ Ра {ть << - со} = И а (5) 2, $) < тв) а, (5) [$ (а) —$ (0)]< 

$ (а) —5 (0) 
$8) 10, 410, 

что невозможно; короче говоря, из 5(0)>— со следует 
т (0, 1/,] <- со. Но тогда Е, (е` ") =1; в силу возвратности 
Ey (e~™+0) также равно 1, а из того, что Рё {мь < - со} является 
решением задачи 

0 = р+ (4) —р (5) 2 (4), 0<ЕЁ<6; 

0О=р+ (0) —р (0) 2 (0), р (0) =1 при Ев (27 Тю) =1, 

вытекают (13) и (14а). Доказательство обратного утверждения 
аналогично: согласно (13) и (14а), р (Е) =Р: {мь < - со} является 
решением задачи 

р+ (4&)=0, 0<Е<5; 

pt(0)=0, ecau Ey(e7~™+°) = 1; 

< 

р(5)=1; 
поэтому р (Ё)=1 - соп3+. [5 (6)—$ (Е)]; константа должна быть равна 0 
или потому, что $ (0) = —сюи0<р<, или потому, что $ (0) >— со 
и р*(0)=0, ит. д.]



172 4. Производящие операторы 
  

Задача 7 (по Дж. Л. Дубу [3]). Если дана такая консер- 
вативная диффузия, что $(0)>—< и т(0, 1,] = + оо, то 
lim Pot lim 1 x(t) =O} = 1 даже тогда, когда 0 не является точкой 
b 

выхода. 
[Так же, как при решении задачи 5, из $(0)>>-— со ит(0, 1[›] == оо 

вытекает Ру {мь < -- со} =0 (6 >> 0). Тогда 

Ру {ть пн < о} =1 (a<t<z), 
2 

поскольку эта функция является решением задачи 

. 1 (G'u)(E)=0 (а<Ё<5); 

и(а-- 0) =и (5—0} =|. 

Поэтому 

lim Pe {im x(t) = 0} > lim lim lim P, {ma < - 00, mo (wit y= toy= 
210 11+ #106} 0а10 

= lim lim lim P, {tg < + 00} Ра {ть = - со} = 
#210610 а10 

= т lim P.{ta< + co} > 
e10 

5 lim lim P, {ma пи < о, ma = + 0o} = [.] 
el0a}0 

Задача 8. Доказать, что несингулярная диффузия со шкалой 
$ (Е) = на Я =", такая, что Ра {х (1) <а}=Ра{х(Ь >а}=Ч. 
для любого #>0 и аЕК*, является стандартным броуновским 
движением с точностью до растяжения или сжатия шкалы. 

[Выведите сначала принцип отражения Д. Андрэ: Ра {мь < В = 
—= 2Ра {х (1) >65} (а<5) и Pa {my < t} = 2Pa {x (t) <b} (a> 5), Kak 
в $ 1.7; затем возьмите от этих функций преобразования Лапласа 
и выведите, что — 56% = 616. =!/. (6192—0661 =1), откуда 
5162 = с0п31. Оставшуюся часть доказательства легко провести, 
если использовать уравнение 6 =ад.] 

4.7. © как глобальный дифференциальный оператор. 
Несингулярный случай 

Теперь мы можем установить, что © совпадает с некоторым 
глобальным дифференциальным оператором @6°.
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Пусть О (6°’)—класс таких функций и@ЕО, что для какой-то 
функции и'ЕР 

и” (5) т (48) = и" (45) — и (5) А (45) при 9<5< 1; (1) 

и" (0) т (0) = ut (0)—u (0) k (0) 
ut (0) =u* (+0) , ecnu Ep (e~™+0) = 1; (2a) 

u(l)m(1l)= —u" (1)— au (I) R (1) 
u- (1) =ur (1-0) ecau E,(e~™1-0) = 1; (2b) 

и* (0) = —x(0)u(0), ecau Eo (e~™+0) = 0; (3a) 

и" (1) = —x(l)u(1), ecau E,(e7~™-0) = 0; (3b) 

1/9 

u(0)=u(+0), ecru \ i(6, =| $ (46) <- о; (4а) 
0 

4 

и (1) =и (1—0), если ils b) s (db) < + 00; (4b) 

1/2 

и пусть @©° — отображение иЕД (@°) > и’. 
Так как т [а, 6) >0 (а<в) и D(@’)&D, то ®и=и’ опре- 

деляется однозначно. Включение OG DG мы устанавливаем, 
используя результаты $ 4.5 [см. (3.6.6)] и клетки 21 и 22 табл. 4.6.2 
в связи с (4). Чтобы отождествить © и ©’, достаточно показать, 
что О (©’) = ($). 

Но если uE€D(G’), то (1—G)uEeD; функция и’=и— 
— С, (1 —@°)иЕД (6°) является решением уравнения @“’и’= и’ 
и поэтому должна тождественно равняться 0. Например, если 
Ро {ти =0} =1, а | не является ни точкой выхода, ни точкой 
входа, то и’(1)=0, Tak Kak (G'u’)(1)=—x(1)w (1)=w (1); 
и (0) = и” (0); и’ (Е) = соп$. 2. (Е) (0<Е< 1), поскольку функ- 
ция @: неограничена вблизи 1; причем константа должна равняться 0, 
так как 

0 < G'g2 (0) т (0) — [2х (0) — 22 (0)  (0)1. 

Доказательство в других случаях — аналогичное. 
В дальнейшем через ©’ мы будем обозначать локальный или 

глобальный дифференциальный оператор, тогда как через ® мы 
будем обозначать глобальный оператор. Так, (®‘’и) (Е) =и` (Е) 
(0 <Е<1) означает, что и и (Е), ии" (Е) == [и*(а&)— и (&) Е (а) /т (dE)—
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функции, непрерывные при 0<&<!/., причем выполнены усло- 
вия (4а) и 

и (0) =и(-0), и` (0) =и (+0), и" (0) = (0), 
и° (0) т (0) =и+ (0) —и (0) ^ (0), если Ep (e~™+0)= 1; 

и (6) и и ̀ (65) ограничены вблизи 6 =0, 

и" (0) = —х (0)и (0), если Ey (e~™+0)=0. 

Пользуясь этим способом обозначения, можно записать утвержде- 
ния (4.6.ба) и (4.6.7а) следующим образом: 

(G'g1) (6) =ag1(6) (O<E< 1); 

a (4.6.6b) u (4.6.7b)— Tax: 

(B'ge) (6) =ag2(6) (O<E<)). 

(5a) 

(5b) 

4.8. Оператор ® на точках переноса 

Пусть дана диффузия с интервалом состояний @ = [0, 1], причем 

Ро {пи < - 00} > 0; (1a) 

Py {ttty-9 = Moo = + co} = 1; (1b) 

Ey {14 Л ть} << + 00; (1c) 

тогда можно определить шкалу переноса 5+(Ё) и меру Ех (а), 
+ (0) =0, убивающую при переносе, такие, что для нЕ (®) 

(и) (Е) 5+ (4)= | u(dt)— | ube (a8), (2a) 
[a, b)(\R+ [a, b)()k+ (a, b) (Ry 

a<b<l; 

u(1—0)=[1—Ay(1)} u(1), Re (1) = Pro {tt = +00}; (25) 

и (5) —и (а) —[( ds » fl (4§)})-1— 1] u (a) 9 
Gu) (a) =lim aces ‚ (2c 

( M( bla 5+ (5) —5+ (а) 

аЕР. [| [0, 1). 

Здесь [Г [1-—^А.(4)] обозначает  е-—“®, (1 —ж!) (1—хж>)..., 
a<—E<b 

где f+ (4) — непрерывная часть функции А+ (4=), а ж, *., ... 
(<1)— скачки функции А. (4) а <Е<5). 

Интервал @ расщепляется на множество К+ и несингулярные 
интервалы (1, 7), Ри {ии =0} =1. На Ч, = [№, Г») можно 
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определить такие $, Е и т, что при иЕО (6) 

(Ви) (5) т (45) =и* (4) —и (Е) ^ (4), <<; (За) 

(Gu) (fn) m (fn) = u* (Ln) —u (In) B (Ln), (3b) 

+ tee, 4 (6) —Uu (ln) 

и) = 5-5 
(См. (4.3.1) и (4.5.5b).) 

При этом для фиксированного п> 1 

в | p(n e (dn), ЗЕ (4a) 
(п, 5) 

в | p(n) m(dn), Е и, (4b) 
(т, Е) 

где р— решение задачи 

р* (46) = р (6) ^ (46), < 6 <"; (5a) 

P* (ln) =P (ln) R (ln), P (ln +0) =p (ln) = 1. (5b) 

Из формул (4) вытекает, в частности, что 

— 13 ky (ln, 5] . 

К И бы (а) 
_ ну 5+(6) — 5+ (№) m (Ln) == lim 5) - (6b) 

Должно также удовлетворяться глобальное условие (7): 

hs 10, 1)< >) | ЕШЬ, 5 (4-4 (К) <; = (14) 
n21Q, 

5+ (1) — 8+ (0) <>} \ mtn, 9 (4 45+ (Ку) <+. (7b) 
n>1 Qn 

Приведем доказательство. 
Пусть а<ф. Если положить 

рь (а) = Ра {ть < - оо}; (8a) 

ey (a) = Ea {tty \ mo}, (8b) 
то [см. (1)] 

pe (a) > ps (0) > 0; (9a) 
ép (a) <1 (0) <+ оо. (9b)
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Пользуясь тем фактом, что 1) 

lim pe (a) = Рь-о {mp < + co} = 1—,(b), 6>0; (10a) 

lim Po (4) = Pa {taro <+ co} = I, a<l, (10b) 

и правилами композиции, выполненными при ас: 

рь (а) = Ре (а) Рь (с); (1 La) 

еь (а) = ес (а) + Ре (а) вь (с), (115) 
легко показать, что 

рь (а + 0) = рь(а), а<5; (12а) 

рь(а— 0) = рь(а) 1 —, (а)], а<5, (125) 
И 

еь (а-- 0) =еь (а), а<5; (13a) 

еь («— 0) = вь (а) 1 — №. (а)], а<Ь. (13b) 

Справедливость формул (12) очевидна, а для доказательства 
(1За) достаточно положить с|а в (11Ъ) и использовать формулу (10Ъ) 
и тот факт, что lim ее (а) = Еа {Мао /\ Мо} =0. Что касается (135), 

то нужно Положить ста в формуле 

еь (С) = еа (с) - Ра (с) еь (а) (с<а<.5) 
и использовать то, что 

lim ва (с) = lim [ре (0)]-1 Ез {ма /\ ме — Ме [\ Mo, Me< + со} < 

< lim [ps (0)}-? Eo {ttt \\ too — Me /\ Moo} = 0. 

Ввиду правила композиции (11а) мера, убивающая при переносе, 
определенная формулой ?) 

R, (da) = a » ad, (14) 

не зависит от 6. Формула (10а) согласуется с этим определением. 
Имеем А. (0) =0 их. [0, 1) <- о, так как р! (0) >0. 

Перейдем к определению шкалы переноса. Функция 

Up (a) = ue ‚ а<ь, (15) 

  

  

1) См. (3.3.10с) и (3.6.ба). 
2) Е. (4а) =а 1 р, (а), если функция ра непрерывна.
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непрерывна [см. (12) и (13)]. Используя формулу (11), получаем, 
что при & <\<6 

Pr (5) еь (п) — en (5) её (т) v5 (n) —% (8) == <0. = (16)   

Если перейти к дифференциалам и использовать (11) и (14), то 
получим, что (непрерывная) шкала переноса $+ (#), определяемая 
соотношением 

n т 

0<— | рь (а) 06 (da) = — \ [ee (da) — чь (а) рь (Ча) = 
5 5 

n 

— — \ [ey (da) —еь (а) А+ (4а)] == 5+ (п) — 5+ (8), Е <<, (17) 
$ 

не зависит от 6. Поскольку р, (0) >0 и е, (0) <- <, имеем 
$+ (1) —$+ (0) <- с; кроме того (учитывая, что Итоь (а) =0), 

atb 

получаем 
b 

е (а) = Po (4) Up (2) = рь (а) \ oO 
a 

  pz (a) s+ (dé), a<b. (18) | 
а
@
—
7
9
 <
 

Теперь (2с) можно доказать следующим образом. Пусть дана 
функция иЕД (©). Если аЕ КТГ [0, 1), то из формулы Дынкина 
вытекает, как в § 4.5, что 

  

Ба (ть /\ Шо) 
— in (6) — в (а) —[вь (а) 1— Пи (а) аа ° 09 

В силу (18) вь (а)/рь (а) = 5+ (6) — 5+ (а) -+0(1) (6фа), и из фор- 
мулы (14) легко вывести, что [| [1—2 (48)] (если понимать это 

a<t< 
выражение в том смысле, как объяснено после формулы (2b)) 
равно рь (а). Это завершает доказательство. 

Рассмотрим характеристическую функцию [| точки 1, fED 

[см. (1b)]; функция =С.} = Е. (е-гч) з (С.!) (1) при =10, возрастая, 
стремится к р. ЕО; поэтому, полагая #10 в равенстве 

& -[Ga—Ge + (a—e) GaGe] f = 0, (20) 

4) (a) = lim 22) 4 @)—4 (a) _ (Su) (a) = tim 

находим, что 

Gaps = Py. (21) 
12—1209
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Это означает, что 

р: ЕД (6); (22a) 

(Ср. (4.2.12).) Теперь, применяя правило композиции (11а) и фор- 
мулу (3), получаем 

р$ (аа) = рь (а) Е (аа), < а< ть, ав; (23a) 

Pb (fn) = Po (n)R (In), <, (23b) 

откуда сразу следуют утверждения (4а) и (5). 
Докажем (4b). Пусть {— характеристическая функция интер- 

MooAmy 

вала [0, 1); тогда Gf =E,| \ е-= (x4) dt ] ‚ возрастая, стре- 
0 

мится ке СО при #10. Поэтому, устремляя к О в 

[Ga.—Ge + (a— 8) G,G,] f = 0, (24) 
получаем 

а. =б. [+ аен. (25) 
Иначе говоря, 

е ЕД (©); (26a) 

(Ge,) (6)= —1, 6<<1. (26b) 

(Ср. (4.2.20).) Применяя теперь правило композиции (1165), выво- 
uM отсюда, что 

ep (da) — e& (a) k (da) = —m (da), In<ca<rn, a<b; (27а) 

8 (ln) — ep (Ln) R (ln) = —m (ln), In<o. (27b) 

Отсюда с помощью формулы (17) сразу получаем (4Ъ). 
Из (4а) и (45) немедленно вытекают условия (7а) и (7Ь). 
Перейдем к доказательству формулы (2а). Пусть /. =К+\ U ln} 

тогда, как мы сейчас докажем, 

Ву [тез {8 ха, ППУ t<miAmop]= | pn (€) s+ dn). 
[аУЕ, ИПК, (28) 

Так как траектория, начинающаяся в & не может войти 
в [0, Е) ПУ,, не пройдя в направлении сверху вниз точку из |) Lp, 

п>1 „”
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то, полагая $ =\/а, получаем 

Ex [mes {t: x(t) Ela, 1) Ja, < пн ть = 
= pp (E) Ey [mes {t: х (ВЕЛ, t<om, A mo}] = 

= рь (&) е1 (6) — рь (Е) >) Eolmes {ti <х() <, t<m A mo}] = 
п>1 

= Рь (Е) е! (6) — рь(&) >) Povin (6) &, (BV tn) = 
r,>b 

ln 

ря (8) 5+ (41) —рь (6) >) Poyn (6) | Pm (6VIn) s+ (dn) = 
r,>} bVIn 

o
t
"
 >
 
=
O
"
)
 

Гл 

ра (8) s+(dn)— У | pn &) 5+ (dn) = 
"> т 

= | pal)se(an), (9) 
(6, 1 ПК+ 

что и утверждалось. 
Теперь (2а) можно доказать в несколько строк. 
Пусть и ЕО (6). Положим е (4) = — [и (41) — и (п) А+ (41); тогда 

Pr (а) и(6)—и (а) = \ р» (@е (4), а<. (30) 
[а, 5) 

(Доказательство такое же, как у формулы (18).) Теперь, приме- 
няя формулу Дынкина и формулу (28), получаем 

ИЛ То 

\ ра ®е (4) = р ® и (Пи [| | (Gu) x) dt | = 
0 

=Ex[ \} Фи] + 
t<M,AMoo 

x(tET + 
т, Лоо 

+ > Pinve (6) Emve | (Gu) (x4) dt | = 

Tn >' 0 

= \ p(B) (Gu) (n)s+(dn)-+ >) pinvel®) | pnllnV8)e(dn) = 
(8, NK ги (VE, rp) 

= \ pr (Guy(nyse(anyt+ (| ре. 80 
[2,1)ПК+ „У тать) 

nr 

[E, 4) 

Отсюда сразу вытекает (2a). 

12*
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Задача 1. Пусть К. = [0, 1); тогда движение, начинающееся 
в точке а< 1, —это просто равномерное движение со скоростью 1 
в шкале $.: 

$: (Е- 5+ (0, а]), Е< ть /\ 5+ (а, 1]; 

x(t)= со, [> Шо < $. (а, 1]; 
1, [> $4 (а, I]< mo, 

rye s;*—o6Opatuan функция для $+ (0, а]. 
[%1 (6) = ть, если ть < -- со; используя очевидное соотношение 

ар (Е) 5+ (45) = р (4) —р (Е) ky (dE), & < 6, р=Е, (ет), 
находим, что при аб 

р (а) — р-@3, (а, 5] _. — 

р ° + о [12s (45) = 

= Eq (27%) = Eq {e-), tty <4 00}; 
теперь результат становится очевидным.] 

  

4.9. @ как глобальный дифференциальный оператор. 
Сингулярный случай 

Продолжим рассмотрение случая, когда 

Ро {пи < - оо} > 0; (1a) 
Py {14-9 Л мо = - co} = 1; (1b) 

Бо {пи /\ о} << - о, (Ic) 
и покажем, что оператор ® совпадает с некоторым глобальным 
дифференциальным оператором ®°. 

В качестве О (6°) возьмем класс таких функций иЕР, что для 
какой-то функции и’ ЕО 

мета = } “49 -— | (089, = (2) 
[а,5) [а, 5) [а, 5) 

и <а<Ь<и, п> 1; 

u" (Ln) m (Ln) = u* (Ln) —U (In) R (tn), п> 1; (2b) 

гв (= | u(dt)— | и, (3a) 
[а, )ПА+ [а, )ПА+ Ca, b)()R+ 

axb<1; 

u(1—0)=[1—A, (I) 2 (1); (3b) 
u’ (1) =0; (4) 

и пусть 6° будет отображение иЕД (®°) > и’.
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Так как т[а, b)>0 (a<b) Ha Qn u si(a)<54(b) (a<), 
отображение ©’: и —> и’ однозначно. В силу результатов $ 4.8 для 
установления совпадения операторов ® и @° достаточно доказать, 
что D(G*)= D(@). 

Ho ecan u€ D(G’), To (I—G*)uwEeD, u dyxKuns 

u’ = u—G,(1—G") ue D(G’) (5a) 

удовлетворяет уравнению 

и = и’. (5b) 

Мы сейчас докажем, что предположение O< d = sup u’ () приве- 
0=#<1 

дет к противоречию. Тогда и’ (&)<0 (0<Е< 1); заменяя и’ на — и", 
получаем, что и’ (Ё) =0(0<ЕЁ<1), т. е. и=(, (1—©°) uED (6). 

Итак, пусть 4>0. Если Ит 6, =а и и(6,)1а (п1- оо), то 
nt oo 

и°(а), если 6, за для бесконечно 
многих п; 

O<d= lim 4 6) = | pb со} и" (а), если в, а 
для бесконечно многих п. 

Так как в последнем случае О< и’ (а)<4, то а=и (а) также 
и в этом случае. 

Но если а — несингулярная точка, то (см. задачу 4.4.3) и’ (а) = 
= (©`и) (а) <0, что противоречит тому, что 4>>0. Если а=1, то 
О<а=и' (1) = (6`и) (1) =0. Если же аЕ6К. (10, 1), то выберем 
b> a так, чтобы и’ (&) > а1[2>0 (а<&<), и заметим, что 

u* (6) =и“* (№) [(6 ``) (1) m (dy) +H’ (yn) k (dy)] Sut (hh) = 
(in, Е] 

= (6°u’) (ln) m (ln) + (In) R (In) > 0, ASIN E< rn NO. 

Отсюда получим 
r,Ab 

(= (а УХ \шё+ | 6+ 
a<in<b In K+ (\[a, b) 

+ ur (n) ky (dy)] > uw’ (a) =d, 
чего также не может быть. 

Задача 1. Рассмотрим дифференциальный оператор 

(Ви), БЕВ’ = RNO,  
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где ut (а) = Ит [6—а]`* [и (6) — и(а)], т (45) — некоторая мера ско- 
Ба 

рости на Ю°и uED(S )=C(R’)fN {u: SuEC(R'}. Sanaya coctout 
в том, чтобы найти все такие производящие операторы ® консер- 
вативных диффузий на К, что G@ DG. 

[Одна из возможностей состоит в том, чтобы объявить, что 
(би) (0)=0 для любого иЕШО(®), где D (©) —класс функций 

ие (©°), непрерывных слева в 0, если \ m{—1, E)dE<-+ 00, 
-1 

1 
и непрерывных справа в 0, если | m(E, 1 4&<+ о. Если 

0 
т (0, +] <-оо, то можно сделать 0 точкой правого переноса, 
т. е. положить 

и (8) — и (0) 

(9) те =, ©, 

где $+ (а) = \ т [0, 6)46, т(0)>0. Тогда О (©)—класс функций 
0 

0 

иср (©°), непрерывных слева в 0, если \ т[—1, & < оо, 

“1 
и таких, что и(--0)=и(0) и (Gu)(+0)=—(Gu) (0). Если 
т[—1, 0) <-+ о, то в точке 0 можно ввести левый перенос, 
а если т[—1, 0) + т (0, + | <- <, то можно положить 

43, ut (b)—ut (a) 
(би) (0) = о —п@в о (а, 5) ’ 

a} 
rye m(0)>0, a 2(6)— класс функций иёр (6), удовлетворяю- 
щих условиям и (- 0) =и(0) и (Фи) (-= 0) =Фи (0).] 

4.10. Моменты первого достижения 

Рассмотрим, как в $ 4.8, случай 

Ро {пи < - со} >0, (1a) 

Бо {пи /\ Mo} <-+ 00. (1b) 
Введем обозначение (“= | [ln, rn) HM MoKaxKeM, что процесс 

п>1 

(мь: 0<6<1, Р‹] совпадает по распределению с процессом 

5+ ([0, ПК) \ 19100, 6) x dl)-+ 00+ ((0, 6] x +00), 
(0, +00) 

0<b<1, (2)
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где | со.0 = 0, ар (46 хай) (0<6<1, 0<1< + о) — пуассонов- 
ская мера со средним n(db xX dl): 

e—n((a, b]x+) — Py {my <-+ co} = Ne, (1 —k, (d§)] 1), a<6; (3a) 

п (К. ха) =0, [< о; (3b) 

; _ teen Pa {tty € dl} 
n (db (\Q x dl) =s (db) lim 5—@), [> 0. (3c) 

IIponece [mty: O0<SO<1, Po {B|m,<-+0o}] saBanetca mpomeccom 
с независимыми приращениями, причем 

Po {lim ttta = mp, 0O<b<1|[m<+oo}=1 u Po {lim ma = mo} = | 
at a 

(0<b<1); 

поэтому шь можно представить в виде 

#(6) + \ 1 ([0, 6) жа1), 0<b<1, (4) 
(0, +00) 

относительно Условного распределения Рь{В|м! <- со}. Здесь 
функция ЕСС [0, 1] не зависит от траектории, а р (46 x dl) —nyac- 
соновская мера ?). Если ввести пуассоновскую меру $ ((а, 6] х оо), 
независимую от (4), со средним Е(р((а, 6] х | о°)), равным 
п ((а, 6] х + оо) = — шРа {м < - оо} (0<а<<1) в соответст- 
вии с формулой (3а), то мь можно представить в виде 

#(6)-- \ [р ([0, 6) х 4 -- со. ((0, Хх + оо), (5) 
(0, оо) 

0<6<1, 
уже относительно безусловного распределения Ро. 

Теперь нужно показать, что Ё и п совпадают с выражениями 
(2) и (3). 

Если а<ф находятся в пределах какого-то интервала из Q’, 
то Ра{ть>1} является выпуклой вверх функцией от $(а) (см. 
задачу 4.4.2). Это позволяет определить п’(В х 4[) следующим 
образом: 

0< [$ (5) —$ (а) 1 Ра {ть > 4 п’ (6х, + о], (6) 

atb, 1>0, 

1) См. объяснение, следующее за формулами (4.8.2). 
2) См. замечание 1.
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для [, не являющихся скачками функции п’(6 х 4). Рассмотрим 
решение д! =. (е`”"1) уравнения 

(©`81) (5) =ав! (5), 06—11. (7) 
Из того, что 

+00 

a \ e-n* (6 xX [l, +00])dl= 
0 

со 

= lim ot \ е—ч [5 (6) —5$ (а) * Ра{ть > = 
° 0 

= lim [s (6)—s (a) [1 —e-“] Pa {m, € dl} = 

(0, +2] 

= lim 21 (b)72 81 (5) — в1 (а) _ вт (5) (8) 

s(b)—s(a) — 2:(0) ’ 

легко выводим, что 

  

— о-в ат (5) [1 —е ai] n'(b x 40 = у) (9) 

(0, +00] 
и 

\ зап’ (Ех + оо) = Ши ш- Ч = — Ра {ть < + оо}. (10) 
fa” b) a0 84 (а) 

Но теперь, проверив при помощи выражения (5), что 

e~ HLt(b)—t(a)] __ [1 —e-“] n([a, 6) x dl) —n((a, 6] X +0)= 
(0, ео) 

= E, (e~%m) = 1) Qeag<b<l, (11) 
а (6) ’ 

из (7), (9) и (10) получаем (и = р\ё4ЕС[0, 1], р=Р, {и < оо}) 

a[t(6)—t(a)]-+ | [1—e-*]n({a, 6) x dl)-+n((a, 6] x + о) = 

  

  

(0, оо) 

= п-8 ©. = =In a — п Ра {ть < 4 со} = 

he oe 
[а, 5) 

а а 

=) (RAF ew] - ПР <) =   

(а, 5)
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= \ 81 (8) [(S'g1) (5) S+ (dé) -+- 5 (Е) ky (dé)] __ Е. la, b) 4 

[a, b)() K+ 

т Ei 12) 5 (d) — п Ра (ть <-+ 00} = 

[a, b)Q* 

= 05+ ([а, 6) ПК.) — Е. (а, 6) 1 Q°)+ 

T \ s (d§) \ [1 — e-*] n° (§ x dl) —1n Pa {119 << - о} = 

[a,b)Q° (0, оо] 

= 05+ ([а, 6) ПК+) + 

4+ \ s (dé) \ [1 —e-*] n° (E x dl) —In Pa {my <4 00}. (12) 
(a,b) 19° (0, +00] 

Отсюда вытекает, что #(5)— Ё (а) = $+ ([а, 6) К.) и что справед- 
ливы формулы (3), и доказательство закончено. 

Замечание 1. Процессы с независимыми приращениями с воз- 
растающими траекториями. Пусть дан процесс с независимыми 
приращениями р (1) (Е> 0), такой, что р(0)=0, р(ЮЕТ, р(1)= 
=р(Е-0) <-Н о (120), и Е [е-2@] непрерывно (> 0). П. Леви 
[1: 173 — 180] доказал, что 

со 

р =е(0- \ №0, 1х4), #>0, (1) 
+0 

где функция c(t) непрерывна и не зависит от траектории, а 

р (4 ха =число скачков функции р величины 1641 
за время & (2) 

есть пуассоновская мера со средним n(dt x 4Г), для которой 

со 

\ (1—e) n((0, t] x dl) <+.00, t>0. (3) 
+0 

(Определение пуассоновской меры см. в замечании в конце 6 1.8.) 
Формула I]. Леви [1:173 — 180] 

Е [е- из) = ехр [— а [с (t) —¢ (ty) — 
+ оо 

_ \ (1—е-91) п (в, Ы] хай, «>0, <, (4) 
+9
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немедленно вытекает из (1), а соотношение (3) следует из того, 
что левая часть формулы (4) положительна. 

Приведенное ниже доказательство формулы (1) заимствовано 
с изменениями из К. Ито [1]. Определим р соотношением (2); тогда 

+00 

c(t) = p(t)— \ Ip ({0, t] x dl), t>0, (5) 
+0 

— непрерывный неотрицательный неубывающий процесс с незави- 
симыми приращениями, и потому он должен не зависеть от 
траектории. Мы сейчас докажем это для Ё=1. 

Пусть ыы [сш со) J Al, k<n, nol. Tax как 

1 
=> Max E (lar) < 

ken 

  

д -ь 9 _ 
<max E[(1—e7 4] < max E[l—e 

k<n ken 

k—1 k k—1 

= max E [e ° т _. (Ее °( т Mae 
ken 

k—1 k 

<E [eH]! max [Ee ) ве” 
#<п 

1 (6) 

стремится к 0 при п1-- с, то, если В<а< у, имеем 

—y lim > Ель) 
2 Пе < — Tim П е-УЕ@вь) < 

nt-+ookan 

< т |] [l-aE(ha)Il< 
nt+ookan 

— 0% > lnk 

< lim [] E (eink) = lim E(e #<” )= 
Stipe ken 

—@ - lnk 
=Efe-*()) = lim E(e *sm )= 

nt -b00 

= lim |] E(e~“nk) < lim [|] И-ВЕ( = 
nt -fook<n nt oo Ran 

—B lim & E(ly,) 
=e "14°" ^. (7) 

Полагая здесь ВТа и \у]а, находим, что 

—alim > E(lpp) 
Efe-s)) =e Bi Teksn 5 a0, (8)
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а это может быть только в том случае, когда с(1) не зависит 
от траектории. 

Теперь докажем, что рН, Ь)Х [Ш, [5)) (<, 0<&<Ь) 
имеет распределение Пуассона. Пусть 

[п =0 или 1 в зависимости от того, 

kal =) x [, 45) )=0 или 1; (9) 
п n , 

тогда, так же как при выводе (6), получаем, что 

[1 —e-] max P {lng = 1} <max E[1—e7™ 8] < 
ken k<n 

      

-ap (#4) a (4) <E [enor ]~* max (E [e "]—В[е `”']) (10) 

стремится к 0 при п{-Р со; и так же как при выводе (7), нахо- 
Дим, ЧТО 

—a lap 
E [e770 1) х[1, 13))] — lim E [e hen =. lim ll Е(е “" k)= 

п | -о t о kan 

= lim [] [L—(1—e-*) P (ln, = 1}] = 
пою kan 

= exp [— (1 —e-*) im 2 P{lan=1}], w>0. (11) 

Это и нужно было доказать в случае # =0и = 
Ясно, что ф имеет независимые приращения по у. (вспомним, 

что означает р); чтобы закончить доказательство того, что р— 
пуассоновская мера, достаточно проверить независимость 4 = 

= p((0, 1) x (41, f2]) 4 

9_ = \ Ip((0, 1)xdl) (0<4<h,). 
(0, 2.) 

Для этого рассмотрим 

a= | w( (=, =)xar); (12a) 
(0, 11] 

  вв ([^,ш)х(, Ы). (125) 
Обозначим через { некоторое подмножество (неслучайное) мроже- 
ства чисел |, 2,..., п, а через #— множество (случайное) таких 
целых чисел ken, uTO lip > 0. 

Событие Э,-= т можно представить в виде суммы 

U U {lin = th, k<n}, 
f t:Z
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где %— класс всех наборов #+=(Ё, &, ..., ш) таких неотрицатель- 
ных целых чисел, что 

[к >0 или =0 в зависимости от того, REf uau xem, (13a) 

  

ИНЬ... ы=м. (13b) 

Отсюда следует, что 

-@ 2 1 
FE {+= т, е gt } = 

-а > Unk 

=>) J Elinaty kR<nj e “Hh Jas 
f tev 

= У ПР =Ь} В =0, e774} = 
f t€D ref nef 

=>» ПР =ь} ПРИ =0}х 
{ 13% КЕ réf 

ао, е ДЕ -о г" Ри =0 
хе 

_ 

“aie LLP tia=9r I P {l+, =0} [Ete ,=0, e 

  

—ay)_ _ 

=S\ SP (ltnate, R<n} x SE (4) 
f tet I] E{e "11+, =0} 

Ref 

Но множества {и Ё в формуле (14) содержат не более т эле- 
ментов; таким образом, 

lim П Е{е` “| 1%, =0}=1, (15) nt to i { | } 

и при nt-+oo формула (14) переходит в 

Е{Э+=т, е °®-} = 

= lim У Р(и =, k<n} E {e-*-|0, =0} = 
а 

=P {D, =m) E {e-™-|0,=0}, (16) 
что и требовалось доказать.
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4.11. Спектральные разложения для функций Грина 
и переходные плотности 

Пусть имеется несингулярная диффузия, измененная так, как 
это описано в 5 4.5. Обозначим через (° единичный интервал, 

замкнутый в 0, если Бу (е`+0) = Е (ео) =1, замкнутый в 1, 

если Е, (е 1-0) = Е\-о (е”" 4) =1, а в остальных случаях откры- 
тый. Введем момент остановки ш= пи {#Ё: х (1) 9*}. Применяя 
идею спектральных разложений, построим такие переходные плот- 
ности р(Ь а, 6), что 

Ра {х (1) 646, {< т} =р(Ь а, 6) т (46), (1) 

(Е, а, 6) (0, {+ о) х 9’ ЖО', 
где 

О<р(Ё, а, 6) =р(Ь 6, а) — непрерывная функция 

на (0, + со) х 9* Хх 0°; (2) 

pit, a, b) = \ p(s, a, c)p(t—s, с, 6) т (ас), (3) 

и 0, a, DEQ’; 

2 pt а, 6) =®°р(Ё а, b)#); (4а) 

p(t, +0, 6)=0, ecau Eo (e~™+0)=0, 0€Q’; (4b) 

p(t, 1—0, 6)=0, ecau E,(e~™1-0) =0, bE Q’; 

ps (Е, 0, Ь) = 0, если Eo (e~M+0) = l, Ex (e—™o) = 0, bEQ’ *); 

рз (1, 1—0, 6) =0, если Е! (е`"Ч-о) =1, Ey-y (e~™) =0, DEQ’. (4c) 

1) Оператор @° применяется по а или по 6. 

р (Е, Е, b)— p(t, a, b) . 

5$ (5) —$ (а) , 

p(t, a, b)—p/(t, a, &) 

s(6)—s () 

2) pz (t, a, 5) = fim 

рз (Ё, а, 6) = lim ит. д. 
Eto
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Здесь @©°’— локальный дифференциальный оператор, описанный 
в конце $ 4.7. 

Метод доказательства будет здесь только намечен; см. доказа- 
тельство для частного случая в статье Г. 1. Маккина [2]; пре- 
красный метод, который можно применить к нашему случаю, — 
в статье С. Карлина и Дж. Макгрегора [1]; классическое спект- 
ральное разложение для операторов Штурма— Лиувилля в статье 
Г. Вейля [1]. В качестве источника общих сведений о гильберто- 
вом пространстве предлагается Б. Секефальви-Надь [1]. 

При фиксированном а > 0 обозначим через 2. и 52 решения 
уравнений 

(В°д1) (6) =ав: (5), 0<6<1; (5а) 

(©° дз) (6) = ав (6), O<b<1, (55) 

описанные в 6 4.5; и пусть В — вронскиан 616. — 21g; (=const >0). 
Введем функцию Грина 

С (а, 6) =С (6, а) = В“ ви (а) 5» (6), a<b, a, DEQ’, (6) 

и докажем, что для [ЕД функция 

б(а, 5) f (6) m (db) = Ea [ \ е-°} (1) |, ае0`, — (1) 
. 0 Q 

является единственным решением задачи 

иЕС (09°); (8а) 

(a—G@*)u(b)=f (5), DEQ’, (8b) 

удовлетворяющим условиям 

u(+0)=0, если Е (ею) =0, Exo (e~™)=1; (9a) 

и(1—0)=0, если E,(e~™1-0)=0, Ey-p(e~™)=1; (9b) 

u+(+0)=0, если Eg(e~™+0)=1, Ey g(e7™o)=0; (10a) 

u-(1—0)=0, если E,(e~™1-0)=1, Е! о (ей) =0. (105) 

(См. частный случай в $ 2.6.) 
Так же, как в формуле (2.6.16), получаем 

\ С (а, 6)т (46) < а"; (11) 
:.
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например, если ОЕО°, Ey-9(e~™)=0 u O<a<l, To 

a \ @ (а, 6) т (46) = 

Q 

=B"| g(a) | Ggidm+gi(a) | Gg.dm|< 
0<b<a <b<i 

<B*| g(a) \ gt(db)+gei(a) | 84) ]+ 
a 1 0<b<a <b< 

+ В 15. (а) ав! (0) т (0) = 

= B+ ([B— g(a) gi (9) + 1 (2) g2 (1)] + B' ge (a) ag, (0) m (0) = 

= 1+ B-lg, (a) [ag, (0) m(0)— gf (0)] + B4 gi (a) ga (1I)<1. (12) 

Функции 

и = \ Gf dm (13a) 3. 
И 

Gif =E. | \ e-*f (x) dt | (13b) 
0 

обе удовлетворяют соотношениям (8), (9) и (10). В cayuae (13a) 
для проверки этого нужно продифференцировать и использовать 
таблицу 4.6.1, а в случае (135) достаточно заметить, что 

Gof = Gof +E. [e7™ (Gof) (%m)] = 

__ 82 Ро {о = +09} 5 РА {т о= 03} 
=Gi+t pag xara ГОТ ха 10). (14) 

Итак, и’=и-— Са! ЕС (0°) — решение уравнения (®‘*и“)(&) = 
=аи* (Е) (60°), удовлетворяющее условиям (9) и (10). Отсюда 
вытекает, что и’=0 на (@°, в чем и состоит утверждение (7). 

Пусть, например, ОЕО*, Е, (21-0) =0, а Е! о (е`") =1. Рассуж- 
aa так же, как при доказательстве в $ 4.7 того, что ® — гло- 
бальный дифференциальный оператор, получаем, что и’ (5) = 
= с0п${. 0. (0<6< 1), так как в. (1—0) >0. Константа должна 
быть равна 0, потому что 

0 < (0) go (0)—g$ (0) +m (0) (G"ge) (+0). 
Теперь будем считать, что оператор С» действует на (действи- 

тельном) гильбертовом пространстве Н измеримых (относительно
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меры скорости) функций й, определенных на (°, с нормой ||# ||. = 

= \ й* ат < - со (функции, совпадающие всюду, кроме мно- 
Q° 

жества меры 0, отождествляются). 

Поскольку Gdm<a и С (а, 5) =( (5, а), имеем 

| Goh |? = \ ат( \ СО dm) < 

<\ m (da) С (а, 6) m(db) \ G (a, b) h(b)?m (db) < 

<a \ \ б (а, 6) m (da) h (b)? m (db) < 

<a*| h(b)*m(db)=a|[h |p. (15) 

Значит, оператор С» ограничен (||Galla<a) u симметричен 
(Си = (о). 

Оператор С» также положительно определен. Действительно, 
пользуясь тем, что 

6;—0}-(«—В) 56 =0, а, В>0, (16) 
убеждаемся в том, что 

lime} [Gi4e— Go] = = — Gy 2 

e10 

в смысле сходимости по норме, причем ||/Gell,}0 (at-+ 0). 
{со 

Поэтому @& = \ в’ аВ — неотрицательно определенный оператор. 
a 

Вторично применяя (16), получаем, что HyJIb-MpocTpaHcTBO 
НП (1: Сол =0} не зависит от &, а отсюда вытекает, что если 
(Goh, h)=0, To 0O= lim BG3h=h, что и требовалось доказать. 

Итак, оператор 6. обратим. Применяя еще раз (16), находим, 
что область значений @%Н = Н (3) не зависит от & и что 

Got=a—dO, (17a) 

=1—G)': Н (5) —>Н. (17b) 

Оператор & симметричен (3*=\) и неположительно определен 

(O= lim (e— Ge!) <0). 
&
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Область определения Н (5) есть класс таких функций ЙЕН, 
что при каком-то и) и А*ЕН 

и = й п. вс. (т)1); (18а) 

п* (5) т (45) = и" (48) —u (6) k (dé), O<E<1, (18b) 

причем выполнены условия 

й* (0) т (0) = и+ (0) — и (0) ^ (0), если O€EQ’; (19а) 

й* (1) т (1) = —u-(1)—u (1) R(1), если 1€Q’; (195) 

и(--0)=0, если Eg(e~™+0)=0, Ен (ео) =1; (20а) 

и (1—0) =0, если £E,(e~™-0)=0, Ey-9(e~™)=1;  (20b) 

и* (+0) =0, если Eg(e~™+0)=-1, Exo (e~™)=0; (21а) 

иг (1—0) =0, если E,(e~™1-0)=1, Е! о (ем) =0; (21) 

и(--0)=0, если Бъ(е7+0) = Ey, (e~™) = 0, 

1/9 

+oo> | [s(>)—s(b) ]*m(do); (224) 
+0 

и (1—0) =0, если E,(e~™1-0) = Ey, (e~™1) = 0, 

1—0 

+°> \ [#6)—3(5) | т(45)°, (225) 
1/3 

а Х определяется как отображение AEH (DQ) —> #". 
Введем теперь спектральные представления 

+0 

5 = \ yp (dy), (23a) 

* (dy) . Pp (ay Go = \ G—y? (23b) 
—oo 

где } (4у) — спектральная мера на (— со, 0] со значениями в мно- 
жестве операторов проектирования (} (— со, 0] =1). 

1) Это сокращенная запись для выражения «почти всюду относительно 
меры т». —Прим. перев. 

2) Условия (22)—это и есть требование, налагаемое в случае предельных 
циклов Г. Вейля. 

1383—1209
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Пусть дано Г=(уи, у2] (— © <\! <\.<0); тогда p(T)— 
оператор Карлемана. Более подробно, пусть векторная функция 
e=e(y, +) = (еи (у, +), е› (у, :)) является решением задачи 

(@°е) (Е) =\е(5), О<Е<1, (24а) 

е (у, 5)=(, 0), * (у, > )= (0, 1), (245) 

и пусть 

е (у, 0) =е (у, +0), 0€Q'; (25а) 

е (у, 1) =е(у, 1—0), 160°; (255) 
тогда 

р (Г) в = | е(Г, a, 6) (6) т(45}; (26а) 
5: 

е(Г, а, 6) =| ey, a) f(dy)e(y, 5); (26b) 
r 

\ |е (Г, а, 6) |? т (46) <- со п. вс. (т). (26°) 
Q° 

Здесь 1 (4у) — некоторая мера на (— со, 0], принимающая в каче- 
стве значений симметричные неотрицательно определенные матрицы 
порядка 2х2: 

(dy) fre (dy) || f (dy) =|| / : (27а) fos (dy) fae (dy) | 
fir (dy) > 9, feo (dy) >9, fiz (dy) = fas (4); 

[fre (4y) 1° < ра (4%) Р» (4%), (275) 
а е{е означает скалярное произведение двумерных векторов е и {е. 

Преобразование 6= \ ей 4т есть так называемое преобразова- 
Q° 

    

ние Фурье; оно удовлетворяет теореме Планшереля 
0 

( Hf (dy) B= |] AIL (28) 

Из (235) вытекает  пектральное разложение 
0 

G (a, b)= | («— у) те (у, a) f(dy)e (y, 8), (29а) 
—oo 

a>0, (a, 5) Е 9" ХО:.
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Обращая преобразование Лапласа, получаем из формулы (29а) ядро 

+0 

p(t, a, b)= \ eve(y, a) F(dy)e(y, 5), (29b) 

(t, a, b)E(0, оо) х 9" Х Ч", 

для которого выполняются соотношения (1), (2), (3) и (4). Дока- 
зательство формулы (3) основывается на оценках 

+0 

| (@—v) fu dy) =e (+) ae(z)<t003 (80a) 

+0 

\ (&— у)? [22 (4%) < (аВ) "81 (+) 
— oo 

(>) <-+® (306)   

И 

е, (у, &)|- |е› (у, & |< е°01**- УМ (у|— со) на любом замкнутом 
подинтервале из (@°. (31) 

Последняя оценка позволяет в формуле (29Ъ) производить диффе- 
ренцирование под знаком интеграла. 

Пусть O<b<1. Обозначим uepes p(t, —&,n) (E<n<)d) 
ядро (29Ъ) для остановленной диффузии 

[x (f Ae): £>0, Pa: a<b], c= mp; 

Torna p(t, a, b—0)=0 (а< 5) и 

Pa {tty <t} = —p3(t, a, 6), £>0, a<b. (32) 

Отсюда получаем, что и (#, а) = Ра {ть < Ё} —единственное реше- 
ние задачи 

и (1, а) = 6-и (Е, а), #>0, аЕ 10, 5) 00°; (33a) 

u(+0,a)=0, a<b; (33b) 

u(t, +0)=0, t>0, E, (e~™+0) =0; (34a) 

из ( +0)=0, ¢>0, Ey (e~™+0) =1, Exo (e~™0) =0; (345) 

lim и (1, а) =1, #>0. (34с) 

13*
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Если Ои |— точки входа или ‘выхода, то (см. табл. 4.6.1) 

след фг (@%) = С (Е, Е) т (4Ё) конечен, откуда следует, что опе- 
Q° 

ратор @» вполне непрерывен и мера ] (4) сосредоточена на после- 
довательности собственных значений 

0>11>212>2...1— о, 3 — > — a. (35) V 

Если и s(1)—s(0), nu т (0, 1) конечны, то 

  

1 

ит — № = [\ Vs (db) m (db) |" (36) 
nt-foo Wn С 

: 
где \ Уз (45) т(4)— интеграл Хеллингера шЁ У, У $ (9) т (Qn) 

0 п>1 

(U Qn =Q) (см. Г. П. Маккин и Д. Б. Рэй [1]; классический 
п> 
случай см. Курант и Гильберт [1]). 

С. Карлин и Дж. Макгрегор [1, 2, 4] развили аналогичную теорию 
для процесса гибели и размножения, описанного в задаче 4.2.2. 

Задача 1. Вычислить преобразование Фурье для стандарт- 
ного броуновского движения. 

_ 5 _зт УМ. [е1 (у, &) = соз У 2 [у [Е, в (= 

d ———— 

fs (у. На = [ри =0, feo (dy) = 2 .] 

Задача 2. Представить преобразование Фурье для бесселев- 

ского движения, связанного с оператором ©’ О x) 

(4>2), в виде 

+0 оо 

h= \ ен (у, -) Ён (4%) | е. (у, 6) A (0) 264 db, 
—0o 0 

выбирая в качестве е, решение задачи 

(© *еа) (6) = уе (5) (0 < 6 < - оо), е! (0) =1, ез (0) =0.
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Найти выражение для р (Е, а, 6), используя формулу (295) и работу 
А. Эрдейи [1: 186 (39)], и сравнить с формулой (2.7.4.): 

[es (y, 6) = 297-8 (5) (V2 10) „(ИЗ 
_ а \-2 _ far (dy) = 2°77 (4) ау, 

e (b2-+a2)/2t ab p(t, a, b)= <a ayaa ($F) a, 6> 0. 
Задача 3. Для консервативной несингулярной диффузии положим 

b Е 

ро =1, = 8; р» (6) = \ 3(4Ё) \ рь» (п) т(4т), п>2. 
1/2 1/2+0 

Задача состоит в TOM, чтобы показать, что р(Ё &, 1) — анали- 
тическая функция от 1(0<ч<1) в том смысле, что для любого 
#>0 и любого 0<ЕЁ<1 функция р(Ё ЕЁ, 1) может быть разло- 
жена в степенной ряд » ср» (1) с коэффициентами 

50 

Cm=8'"p (t,8, 5) 3 
Canes = (8'"D)$ (f, & >) - 

[Tak kaK e, = 24 Y" Dons €2 2 у" р2п—1 (р—1 = 0) и для некоторой 

константы с 
+0 

Df erly ile cys 8) f (dy) (Pan (n)s Pant (1)) |< 
n>0—oo 

+0 __ 

< >) \ ev | y [Pee МТО Гра (4%) РР» (4%) с» (п!) < со, 
n>0 —oo 

то, применяя (295), получаем 

+0 

p(t, 8 n)= \ evle(y, ЭК) (= Se 

= | ее, Эа) У у" (к), ран (п) = 
— со +0 п>0 

= > pon(n) | eveyte (у, 9 1(4) 1, О 
п>0 — со 

+0 

+ 5) pan-s(n) | ее (у 8) (dy), 1). 
п>0 — со
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Чтобы завершить доказательство, достаточно заметить, что 

+0 

Con = | омуте (у, 8) f(dy) (1, 0) = 
2. № 

= \ eve (y, &) f (dy) G°"e (v5) =8'"p (+, E, =) 
, > 

+0 

Cons = | evtyte (y, &) F (dy) (0, 1)= 
+0 

= | eve(y, 24 (dy) Ge)" (4) =F (4&4) 4 
—со 

Задача 4. Если р(Ьа, В) <р(Ьа, а) для любых (Ба, 5)Е 
Е(0, + со) хХ 90° ЖО*, то (после замены шкалы) 

0-7 [< 6; 

со, Ё2е, 

где 6 — стандартное броуновское движение, а е— независимый 
от него момент времени с показательным условным распределе- 
нием Р*{е > #]В} =е-*! (х> 0). 

+0 
[Функция ее (у, а)1(4у)е* (у, а)  непрерывна справа 

(0<а<!) и потому 
+0 

_ p(t, ра, а) о — 
lim s (b) —s (a) =2 \ evie(y, a) f(dy)e*(y, a)= 
  

со 

__ Oli P(t, a, 6)—p (t, a, a) — 

se а = OAT 
  

что доказывает, что р(ЁЬ а, а) = с. (Ё) не зависит от а, O<a<l. 
+00 

Поэтому функция с» (&)= \ e-“'c, dt = B-1g, (a) в» (а) также постоян- 
0 

на при О<а<1. Используя это для того, чтобы выразить в 
и 52 из соотношения В= 0+6. — 6:6, получаем д\ == соп${. есзз, 
82 = с0п$4.е—с3$ (сз = (2с.)"). Из уравнения G*°g,=ag, nomyuaem 
Е (45) = с (46) и т (46) = 5$ (46), где О<а и 0< в не зависят 

от &, причем сз (%) = ИУ с, № сз. Далее, 5 (0) = — со. В самом деле, 
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если бы было $(0) >> — со, то мы получили бы или 

О=х (0) ан (0) + (@*а1) (0) =[х (0) + <] вл (0), 
ИЛИ 

0=А (0) д1 (0) — 1 (0) + m (0) (G" gy) (0) = 
= [Е (0) — Ус = 65% + am (0)] 81 (0), 

что противоречит тому, что 25: (0)>0. Так же доказывается, что 
$ (1) = {+ со; и теперь @° заменой шкалы приводится к виду 
G* —=12/2 — с (9 = К*, св = с/с > 0).] 

Задача 5. Используя спектральное разложение (295) и урав- 
нение Чепмена — Колмогорова (3), доказать, что 

р (Ё, а, 6) >0, (Ва, 6)Е (0, + ©) xk Q’xQ’. 
+0 

[р а,а)= \ еме(у, а) (@у)е (у, а)>0 (t>0, 0<a<1), 
— oo 

так как 

; е (у, а) 1 (4у)е (у, а) 0 

+0 

| (a—vyte(y, а) F(dy)e(y, a) =G(a, a) > 0. 
== 00 

Если даны $ > 0 иа, 6Е(*, такие, что р ($, а, 6) =0, то из нера- 
венства р ($— Е, а, а) > 0 и уравнения Чепмена — Колмогорова 

p(s, a, b)=\ p(s—t, a, c)p(t,c,b)m(dc) (t<s) 
Qe 

BbLiITeKaeT, uTO p(t, a, b) =0(t<s). Ho p(t) = p(t, a, b6)—npeo6pa- 
зование Лапласа от некоторой меры и поэтому должно быть тожде- 
ственно равно QO при #>0, что противоречит тому, что 
оо 

e-tp (t) dt =G (a, 6) >0. | 

Задача 6 (по Карлину и Макгрегору [5]). Рассмотрим про- 
странство точек с°Е (0, 1)" (п>2), таких, что с1 <с<..., и обо- 
значим через е (1, а°, 6°) при Ё>0 определитель 

р (Е, ал, 641) р (Е, ал, 62)... Р(Е, ал, 6) 

p(t, Qo, 61) р (1, Qe, 6.) ... р (Е, а>, On) . 

p(t, п, by) pit, Qn; be) eee р (Е, any bn)
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Рассмотрим также совместную траекторию х (1) = (х! (1), х. (1),...)Е6 
С[О, 1] п независимых частиц, начинающих движение из a’. 
Пусть Ра. — соответствующая вероятность, а ш пусть будет момент 
пересечения зир {Е: х, ($) < х› ($) <....5<8В. Если дано такое 
множество В’ ==В. Хх Вх ... <= (0, 1)", что В, лежит левее Во, 
В. — левее В., ..., то 

Pa. {m>t, x() €B'}= \ e(t, a’, 6") т (6), 2. 

где т (46°) =т (46.) т (46.).... Доказать это непосредственно 
используя следующее равенство: 

а {1 > Ь х(ВЕВ*} == >) (0) Pa. {m>t, x (t)€ 0B} = 
9 

= >} (0) (Pa: {x (t) € 9B*}— Pa {m<t, x(t)€ 0B'}) = 
0 

= \ e(t, a", 6") т (db*)— > (0) Pa {m<t, x(t) € 0B"). 
Be 0 

Здесь в — перестановка чисел 1,2,..., п; (5) = + 1 в зависимости 
от того, четна $ или нечетна; а 9B°=B,, ХВ. х....) Вывести 
отсюда, что е (Ё, а*, 65°) >0 при любом Ё>0 и любом выборе а’ 
и 6° (еще об этом см. Карлин и Макгрегор [5]; оригинальный 
результат в этом направлении содержится у Дж. Пойа [1]. 

[Tak kak Pg. {m>t, x(t)€9B*}=0, если только $ не тожде- 
ственная перестановка, то равенство Ра. {т > х(КЕВ”} = 

— \ ет (45°) — У, (9) Р{1< Ё, х(1]6эВ*} очевидно. Ясно также, 

Be 0 
что совместное движение начинается заново в момент т. Но пере- 
становка, которая меняет местами две из совпадающих частиц, 
нечетна и не оказывает влияния на будущее движение; поэтому 

21 (9) Pas {m<t, x (t)€9B*} =0, 
0 

и остается Ра. {> x(L)EB}= \ ет (46°), что и нужно было 
Be 

доказать. Далее, ясно, что e(t, a’, 59°) >0. Применяя уравнение 

Чепмена— Колмогорова е (Ё, а, 59°) = \ е (1—5, а*, с*)е($, с°, 5*)т(ас°) 

к а°=6° и используя то, что е(&, а*, 6°) =е(Ё, 5*, а°), получаем, 
что е(1, а*, а’)>0 при любом Е>0 (если это не так, то
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е (1/2, а°,...) =0Ои Ра. {м > И?2} =0, что невозможно). Если даны 
[, а’, 6° такие, что е(Ё, а*, b°)=0, то, применяя еще раз уравне- 
ние Чепмена — Колмогорова, получаем е (#— $, а*, а*)-е ($, а", b°)=0 
($< В, т.е. е ($, а*, 56°) =0 ($< В. Поэтому е ($, a’, 6°) =0 (s>0), 
как преобразование Лапласа от некоторой меры (со знаком). 
Но для >00 имеем О<е(Ё -,-) вблизи диагонали а’ =6°. 
С помощью леммы Гейне — Бореля выбираем цепочку с!, с., ... 
из [<- со точек, ведущую из а*° в 6", для которой О<е(ЁЬ с!, с; ), 
e(t, cj, c3), .... Применяя в последний раз уравнение Чепмена — 
Колмогорова, получаем е (1, а*, 6°) >0, что противоречит тому, 
что е(., а*, 6°) =0. Доказательство закончено.] 

Задача 7. Проверить, что 

РОГ, > р(ЬЕ, 8), 1>0. 

[Функция р(Ё Ё, Ё) выпукла вниз по ¢, поэтому 

оо +00 
a | e-p(t, Е, Эр (а | estat; £, 8) =p(or, & 8) 

0 0 

Задача 8. Диффузия О невозвратна тогда и только тогда, 
когда 

+со 

lim G (a, 6) = \ p(t, a, b)dt <+.00, a, bE Q’. 
я 0 

(Определение невозвратности см. в задаче 4.4.4.) 
[Поскольку расстояние по шкале между двумя точками а< 5 

из (° конечно, имеем 

b b 

lim (5, 9/1 5 (48) = lim <5 s(dt) = 

  

b 

tml (st & pie ty £2) 22a) _ 
= (+, go s (4) lim In. @) ва) 

—= — 1 [Ра {мь < - со} Рь {ша < + 00}], 

Далее используйте решение задачи 4.4.4 и тот факт, что график 
функции С имеет форму двускатной крыши, причем величина 
излома на ее ребре не превосходит В. [9195 — 6181] =1.1



202 4. Производящие операторы 

Задача 9. Вычислить т С (а, 6) в невозвратном случае. 
alo 

[lim G (a, 6) =lim G(6, a) =h, (a) h,(b), a<b; 
a 10 a0 

О< Еф, О< А.Е, МИ, — йа; ==1; 

(В°11) (5) =0 (0<5<1, 

(6°1,) (5)=0 (0<5<1.] 
Задача 10. Вычислить в консервативном случае 

В (1"), О<а<&<6<1, ш=ш Л. 

Использовать решение задачи 9. 
[Рассмотрим (невозвратную) остановленную диффузию 

[x(éAm): >20, РЕ(В): а<Е<6]| 

с производящим оператором @ и операторами [puna Gof = 
™ 

= E, | \ eo F (x) dt | . Функция и-=1— Е. (е-@") является реше- 
0 

нием задачи 

(&— ®) и (5) =а (а<Е<6), и(а-+ 0) =и (6—0) =0; 

поэтому и=@а1. Так как С» —Св- (“— В) Са(; =0 (, В > 0), то 

Е. (ш")= — т (— 1)" и =lim nt [—aG3"t414+63"1] =n! G43.   

Здесь Со —оператор Грина, соответствующий функции Грина 

[s (6) —s (a)] [s (6) —s (n)] 
s (6) —s (a) ) axE<n<d.] 

Задача 11. Пусть дана возвратная несингулярная диффузия, 
и пусть е— такая неотрицательная мера, определенная на @*, что 

e (da) Pa {x (t)€ B} =e(B) (t>0, B&Q’); 

тогда е на ()° пропорциональна т (другое решение и дополнитель- 
ные сведения см. у Г. Маруямаи Х. Танака [1]; см. также $ 8.2). 

[Так как e (da) p(t, a, b) m(db)=e(db) (t>90, db—Q’), To 

функция | = ае/4т удовлетворяет ypaBHeHuto Gof =/f/a. Ho torga 
6*f=0 Ha Q’, что показывает, что ft=const. To, uTo f=const, 
следует из того, что | > 0, если $ (0) = — oo и $(1) = + 00; из того, 
что |+ (0) = (@*Р (0) ж (0), если $ (0) >— оо; и из того, что —Г` (1) = 
—= (©°Р (1) т (1), если $ (1) <-Н оо (см. задачу 4.6.6).]
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Задача 12. Пусть дана консервативная несингулярная диф- 
фузия, для которой Ро {то = 0} =1, и пусть р(Ь, 6) — плотность 

распределения момента первого достижения -- Po{mp<t} [cm. (32), 

(33), (34)]. Ecnn O<A(f)Et(~>0) u lim Ро {ку < В =0, то из 
t 

условия \ р(Ё В) 4! < оо следует, что Рь{х (В < (В, #10} =1 
+0 

(см. частный случай в § 1.8). По всей вероятности из условия 

\ р (Е, В) 4 = -- со следует, что Ру {х(Ё > В (Ё) бесконечное число 
+0 
раз при #10} =1, но доказательство этого нам неизвестно. 

4.12. Критерий Колмогорова 

В этом параграфе мы выведем критерий Колмогорова для одно- 
мерного броуновского движения (см. $ 1.8), пользуясь изящным 
методом, принадлежащим М. Мотоо [1]. 

Рассмотрим возвратную несингулярную диффузию на @=[0, -- со) 
со шкалой $(— с0 < $(0) <$(- со) = -- со), мерой скорости 
т (т (9) <- со), траекториями ш: Е —> х (Г) и вероятностями Ра (В). 
Пусть е, <е› <... — последовательные моменты прихода в точку а 
через точку в > а. 

Из условия т (0) < - со следует, что 

у= Е» (1) <-+ о. (1) 
Действительно, используя формулу (4.2.28) и задачу 4.5.1, получаем 

Ев (е1) — Ea (tp) +E, (Ма) = 

b 

_ ( $[а\/Е, b) m (dé) + | s(a, b AE] m (dé) = 

= [$ (5) — $ (а)] т (9) <- со. (2) 
Поскольку отрезки траектории х (№: е,-—. <{<е» независимы 

и имеют одинаковые распределения, это верно и для разностей 
еп — еи-1 (п>2). Применяя усиленный закон больших чисел, 
находим 

Pa{ lim nte,=y}=1; (3a) 
n t--oo 

отсюда следует соотношение 

Pa {eV <en-t <tn<2ny, nt+oo}=l. (3b) 

которым мы будем пользоваться.
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Пусть дана функция А = (1), возрастающая до -| со вместе с #. 
Положим fp = max {x (f): ¢n-s+-<b<en}. Тогда из формул (3) 
получаем 

{: ® > #(2пу) бесконечное число раз} = 

= {ш: #, > й (еп) бесконечное число раз} = 

= {w: x (4) >A(t) бесконечное число раз при Е1- со} = 

= {w: 2, > (е-.) бесконечное число раз} = 

= |: > (5 у) бесконечное число раз} . (4) 

Используя вероятностный смысл шкалы $, проверяем, что при 
й (пу) >Ь 

Ь) — 

Pa {tn > h (ny)} = Po {ttnnyy < Ma} = = Gi a x Не, ~ 
— соп${.$ [Й (пу) 1, nt-+ 00. (5) 

  

Так как fp, независимы, то, применяя леммы Бореля — Кантелли, 
получаем альтернативу: 

Ра {х (Е) —1 (1) бесконечное число раз при Е- оо} = 

—= 0 или 1 в зависимости от того, сходится или расходится 

{со 

интеграл \ s(h)1dt. (6) 

  

Рассмотрим теперь радиальную часть У x, (t)?-+...+%q (f): 
[> 0 стандартного 4-мерного броуновского движения (бесселевское 
движение см. в $ 2.7). Пусть КЫ—его стандартное описание 
с траекториями ш: Е—>г (11 Е[0, -+ со), о-алгеброй В и вероятно- 
стями Р. (В). Покажем, что формулу (6) можно применить к дви- 
жению В’ == [”* (№ =е"г (е#— 1); #>0, Р.]. 

Пусть дан марковский момент щ’ для движения №°; тогда 

m=e™ — 1] есть марковский момент для В. Введем о-алгебру 

Bice 49 = {B°: B’ [| {и < $} ЕВ {г° (1), #< $} при любом $> 0} = 

= Ви. = {В: В {в $} СВ {г (1), 1<$} при любом $20}. (7) 

Используя тот факт, что при изменении масштаба г (#) — И $г (#5) 
($>0) процесс [/, Ра] переходит в [г, Ру, получаем, что спра-
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ведливы следующие равенства (здесь $==е-—`, а=г(т)): 

Р. {г* (Е п*) < 6 |Вт- о} = 

=P. ет, (em (ef — 11+ м) <6| Вто} — 

= Pa {e"'sr ((e' — 1)/s)?<b} = Py, {e"'r (e' — 1)? <b} = 

{r° (#) <b}. (8) 

  

V pm’) 

Короче говоря, К° — консервативная несингулярная диффузия. 
Вычислим ее производящий оператор @®’. Ecau p(t, a, b)— 

плотность бесселевского движения относительно меры скорости 
26146 [см. (2.7.3) и (4), то 

Ра {г* (Е 64} =р(е—1, Уа, et/2 V6) ett/2pd/2—-1 db = 

= p(l1—e, e-/2 Va, Vb) 54/2-! 46, 

(t, a, 6)E(0, +00) x [0, +00)”. (9) 
Tak Kak 

д 0? д _ — = 

| a 24 Gee — (4-2) Gz] P(e, eV, V5) = 
ot i 4—1 _ 
=e [ Pi— 5 P22— sa = Pr | = 0, 

(¢, a, b)E(0, + со}, (10) 

и Ро{г* (Е > 0} =1 при #>0, то получается, что @®° — дифферен- 
циальный оператор, соответствующий шкале 

b 

s(b)—s(a)= \ Ed/2e/2dE, a<b, (11a) 

и мере скорости 
b 

та, b) => \ E(/2)-1e-B/2 gE Oc a<bd; (11b) 

т(0)=0; © 
причем 0 является границей — входом и 

ит (0) =0, uE D(G’). (12) 

Поскольку $ (- со) = -- со, а т(0) <- со, формулу (6) можно 
применить к В’. Если перевести (6) на язык бесселевского движе- 
ния и учесть оценку $ (5) — 26-—(9/2)е5/2 (6 ++ со), то получится, что
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если А(Р|-- со вместе с р аа>0, то 

Ра {г (1) > УТ-+ТИ(Е-+-Т) бесконечное число раз при Ё-+ оо} = 

== Ра {* (#) > В(2')? бесконечное число раз при Е4- со} == 
—=0 или 1 в зависимости от того, сходится или расходится 

оо 

в (6) ем. (13) 

Что касается интересующей нас вероятности, то 

Ро {г (1) >У (Е) бесконечное число раз при #4 со} = 

= т Py {r (1) € dE} Pe {r(t) > УЕЕТЕ (Е -- 1) бесконечное 

weno pas npu t+-+co}=0 usu 1 6 saeucumocmu om moeo, 

сходится или расходится т hte-he/2 a . (14) 

При 4=1 это критерий Колмогорова; а при 4> 2 — критерий 
Дворецкого — Эрдёша (см. А. Дворецкий и П. Эрдёш [1]). 

Тем же методом получаем, что если 0 < й(1)10 при Е4-{ оо, то 

Ро {г (#) < УЕ (В бесконечное число раз при Ё4-- со} =0 или 1 
в зависимости от того, сходится или расходится 

00 о 
jin ^^ (4=2); \ 19-8" (4>3). (15) 

Поскольку Ру не меняется при преобразовании х (1) —> {х (11), 
из формулы (15) следует, что если О<# (10 при #10, то 

Рь {г (< УТ (6 бесконечное число раз при #10} =0 или 1 

в зависимости от того, сходится или расходится 

По (а=2); \ 19-14 (4> 3) (16) 
+0 +0 

(для случая 423 см. А. Дворецкий и П. Эрдёш [1], а для 
4=2 см. Ф. Спитцер [1]; в задаче 7.11.2 мы дадим другой метод, 
приводящий к более грубому результату). 

Задача 1. Дать полное доказательство формулы (15).
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ЗАМЕНЫ ВРЕМЕНИ 

И УБИВАНИЕ 

5.1. Построение траекторий. Общий обзор 

Пусть дана одномерная диффузия, сингулярная или несингу- 
лярная. У нас есть полное описание ее производящего оператора G. 
Оператор @ совпадает на своей области определения с дифферен- 
циальным оператором @° порядка не более 2, выраженным через 
инварианты (шкалу, меру скорости и т. д.) при помощи формул 
(4.1.8) [или (4.1.31)—(4.1.33)]; причем каждый инвариант имеет 
простой вероятностный смысл, выражаемый формулами (4.1.7) [или 
(4.1.22), (4.1.235), (4.1.23) и (4.1.26)]. 

Но оказывается, дело обстоит еще лучше, а именно: любому 
выбору инвариантов отвечает дифференциальный оператор, опреде- 
ляемый по формулам (4.1.8) [или (4.1.31)— (4.1.33)], а оператор @` 
порождает несингулярную (или сингулярную) диффузию, причем 
первоначально заданные инварианты выражаются через эту диф- 
фузию по формулам (4.1.7) [или (4.1.22), (4.1.235), (4.1.23) 
и (4.1.26)]. Коротко говоря, между дифференциальными операто- 
рами @©° и несингулярными или сингулярными диффузиями уста- 
навливается взаимно однозначное соответствие. 

Доказательству этого факта посвящена вся эта глава, кроме 
настоящего параграфа, где дается сперва грубое изложение ведущих 
идей (замена времени, исчезновение, конструкция переноса) на ряде 
частных, но типичных примеров. 

Начнем с простейшего случая. Пусть О — стандартное броунов- 
ское движение с траекториями #—>х(ЁР), а в > О— постоянная. 
Тогда диффузии, связанной с оператором G*u =o7u"/2, можно дать 
нестандартное описание, в котором она будет рассматриваться как 
броуновское движение с измененным масштабом: х’= ох, а можно 
принять х’(Ё)=х (01): >20; это приведет к тому же распреде- 
лению. 

Теперь предположим, что 0 < в — непрерывная, но не постоян- 
ная функция. 

При первом способе построения диффузии мы исходим из пред- 
положения, что х’ вблизи точки х’ == Ё будет похоже на о (8) х; т. е. 

t 

x (t)=a+ \ o [x' (s)] dx, а=х" (0); (1) 
9
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это идея работы К. Ито [2]. Но для того чтобы работать с общей 
несингулярной диффузией, лучше второй способ построения. Соглас- 
но ему, х’— это стандартное броуновское движение, которое совер- 
шается в новом времени Ё = (1), причем это время растет, как 
0? (&)1, когда х’ находится вблизи Ё; т. е. 

dt* = o* (x’) dt (2a) 

или, что то же, 

dt = o~* (x) dt’ =o [x (t’)] dt’. (2b) 

Формула (2b) означает, что Ё является обратной функцией {1 
t 

от аддитивного функционала {(Р) = ( 9? [х ($)] 45$. Если заметить, 
0 

1 

что \ о" (х) 4$ = \ #(1, Е) т (аё), где +— стандартное броуновское 
0 

локальное время, а т (4) =2о ? (8) 4Ё — мера скорости для ©’, то 
отсюда уже один шаг до предположения, что (нестандартное) 
описание диффузии на @ = В1, связанной с оператором 

., __ Ш (4) 
@и= т (аЁ) ' (3) 

задается формулой 

x (t)=x (fF), (4a) 
где 

f= \ t dm. (4b) 

(Доказательство см. в 6 5.2.) 
Так как замена времени Ё—> |! зависит от броуновской траек- 

тории, ее называют случайной заменой времени. Эта идея появляет- 
ся у Дж. Ханта [2 (2)]; намек на нее содержится в работе 
II. Леви [3:276]. Возможность использования этой идеи была нам 
подсказана Г. Троттером, а Волконский [1] получил такие случай- 
ные замены времени, но не выразил { в виде интеграла от локаль- 
ных времен. По поводу случайных замен времени см. также $ 8.3. 

В качестве другого поучительного примера приведем пример 
несингулярной диффузии на луче [0, -+- со) с производящим опера- 
тором 

..__ 1+ (4). 
би: (5a) 

m (0) (@’u) (0) = ut (0). (5b)
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Здесь также можно применить метод замены времени с функцио- 

налом 

f= | t(, 8) т (45. (6) 
—0 

Частный случай такой замены времени рассматривался в $ 2.11 для 
броуновского движения с отражением. 

Теперь объясним, как строится несингулярная диффузия с иуби- 
ванием, связанная с оператором 

..__ ut (dE) —u (E) R (dE) G'u= mdb (7) 

Ha Q=R!. [Ipeanonomwxum сначала, что Rk имеет постоянную плот- 
ность х>0 относительно т, так что G@°'=G—x, rye @ задается 
формулой (3). Тогда х’—это движение х, которое мы убиваем 
(т. е. посылаем в дополнительное состояние со) после экспонен- 
циального времени т» с распределением 

Р. {ть >| х}=е-м, (8), 

Это позволяет предположить, что если плотность х непрерывна, 
но не постоянна, то вероятность того, что частица, совершающая 
движение О’ вдоль траектории движения В, не исчезнет до момен- 
та #, должна быть равна *) 

t 

— | xfx(s)1ds 

Й, 1 —* 1х 6)] 4$] =е 0 (9) 

Из замены времени (4) можно вывести, что существуют локаль- 
ные времена 

. : ах о, $5 < Е # (Е, a) = lim = os s<t} (10) 

(см. 5 5.4); поэтому выражение (9) можно переписать, используя 
интеграл от локального времени: 

t 

| % [x (s)]ds= | t(¢, &) & (d). (11) 
0 

Учитывая эту формулу, мы можем предположить, что для произ- 
вольной убивающей меры А (46) движение О’ совпадает по распре- 
делению с движением О, подвергнутым уничтожению (посылке в со) 

1) Под [\ понимается непрерывное произведение. 

14—1209
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в момент м» с условным распределением 

-\t P. {tttes >> # |x} =e S'A*, (12) 
Доказательству этого посвящен 5 5.6. Читатель легко поверит, 
что между движением на луче [0, -- со) с производящим опера- 
тором (5) и движением, связанным с оператором 

  

. и+ —и (Е А (а Gy = ОО (13a) 

m (0) (@"u) (0) =u* (0) —u (0) & (0), (135) 
та же самая связь, за исключением того, что в формуле (12) 

используется интеграл от локального времени | te (cm. § 5.6; 
—0 

простейший частный случай этого — броуновское движение с эла- 
стичным экраном, рассмотренное в $ 2.3). 

Приведем пример, в котором видны все основные черты кон- 
сервативного случая. Пусть ©’ — дифференциальный оператор 

1 
5. и" (а), ае 0; 

(6) (a) =) lim yee’ a€10, 1)\Q3 (14) 
(|0, а=1, 

где Q= |) (1, г.) — смежные интервалы стандартного канторова 
п>1 

множества А, а $, —шкала переноса. 

5+ (6) = 2) (м ЛЬ— 1) + 3+ (0, В) ПК), (15) 
причем подразумевается, что 

ut(In)=0 (n>1); (16a) 

GueC [0,1], ueD(6’). (16b) 

Траекторию х’ можно построить из броуновских движений на лучах 
[lns fn) с отражением в [, если их составить конец к концу 
и замедлить прохождение траектории через канторово множество 
так, чтобы для траекторий, начинающихся в точке О<а<1, было 

5+ ([а, 5) ПК) = тез {5: х’(3)ЕК, <}, В=х (1), <. (17) 

Проще всего сделать это так: взять броуновское движение х на 
[0, -- со) с отражением в 0 и остановкой в 1 и произвести замену
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Bpemenv ¢—>f7!, где 

F(é)= Dy mes{s: № < x(s)<rny S< EA ttn} +54 ([а, ПК), 
a<rn 

a=x(0), b=a\ x(t), m,,=min{t: x(f)=r,}. (18) 

Доказательство этого будет дано в $5 5.10 и задачах 5.10.1 и 5.10.2; 
см. также $5 5.11 по поводу того, как устраивается уничтожение 
на точках переноса. 

Чтобы получить модель с траекториями для оператора @” = 
= 0/2 |- х(х > 0), вместо уничтожения вводится созидание; эта 
модель развивается в $ 5.12—5.15. 

5.2. Замены времени. О = В! 

Пусть дано стандартное броуновское движение на @ = К! со шка- 
лой $ (46) = 46 и локальными временами #=14(1, 6); пусть т (46) — 
какая-то мера скорости на Ю. Докажем, что если |1 — обратная 
функция к 

КО=НЬ = | 6 6)т(4), #>0, (1) 
В! 

то [х({*), Р.]— (нестандартное) описание консервативной диффузии 
с той же шкалой, что у броуновского движения, и мерой скоро- 
сти т, т. е. с производящим оператором 

. ut (db) 
Cu= (db) ° (2)   

Поскольку +(Ё, 6) принадлежит С ([0, { со) х №!) и обращается 
в 0 вне интервала 

minx (s)<b<maxx(s) (t>0), 
3+ sx 

имеем 
ТЕ 0) =1 (р < { о, #>0; (За) 

в частности, 
(+0) =0. (3b) 

Так как +(, 6) > Е, 65) (>И) на множестве точек 6, мера 
скорости которого положительна, и +(-|- со, +) = со (см. задачу 
2.8.7), то 

т) > F (4x) (4a) 

f (+ 00) = + 00. (4b) 
14* 

И
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Отсюда следует, что функция [! обладает теми же свойствами; 
в частности, траектория х(Г!) непрерывна. 

Теперь пусть м: #—>х’ (1), В;, В°и Ра(В°’) =Ра{х (РЕВ — 
траектории, о-алгебры и вероятности, дающие стандартное описа- 
ние движения О’ = [х({*), Р.]; пусть и": Е—> х1(Р) обозначает 
траекторию х(Г!). Докажем простое марковское свойство для О’. 

Пусть дано множество В`ЕВ; с характеристической функцией 
е° (и`); тогда функция е(&)==е’ (и!) измерима относительно 

Bru, 40° 
Согласно лемме Гальмарино (см. $ 3.2), достаточно показать, 

что если 

Пи) <$; (5a) 
x(8, u)=x(0, v), 0<$, (5b) 

TO 
e(u) =e(v). (6) 

Но если 0 <Ь то из (5а) следует, что [1 (0, и) < $, а из (5b)—uTO 
[1 (0, и) =[1 (6, и), так как [1(0) —марковский момент. Отсюда 
получаем 

x (0, ut) =x (f* (0, uw), u) =x (f-2 (9, v), v) =x (8, v4), 0<Е. (7) 

Это равенство вместе с тем фактом, TO e (w’)— xapakTepucTuyeckaa 
функция множества из В;, позволяет нам заключить, что 

e(u) =e (u“!) =e (v1) =e (v), (8) 

что и требовалось доказать. 
Далее, отсюда вытекает, что если В°, е°и е обозначают то же, 

что и выше, то 

Р: {В`, х (1-5) 646} =Е. {е` (ш"), Хх" (Е $) 646} = 
= E, {e(w), x(f (¢+s)) Е 46} =Б. {е (&), х(м- РГ" ($, и) 646} = 
=E, {e(w), P, {x [f*(s, of), whl €db | Bay }}= 
= E, {e (); Prem {* [77 (s)] €d0}} = 

= E, {e° (w), Px-1ty {x (s) €db}} = EB: {B’, Pec {x (s)€dd}}. (9) 

(Здебь ш== {1 (#).) Этим простое марковское свойство доказано. 
Что касается строго марковского свойства, то теперь доста- 

точно (см. 5 3.6) показать, что операторы Грина 

Gif=E- rf ем! (х°) at | =Е. т e-atf (x71) at | (10) 
0 0 

отображают С (К!) в себя (другое доказательство содержится в зада- 
чах 2 и 3 ниже).
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Пусть а; если [ЕС (ЮВ, и=СуРи ш=имь, то 

ГЕИ) = Е РТВ и); (11) 

м) 
и (2) = Ба | \ г} (х—т) dt ] + 

0 

+E, [ ет) 1 ей} [к (р (t, why), 1 а | = 
0 

(т) 

=Ea[ | e-f(xty dt] + Bale] u(b). (12) 
0 

Полагая в формуле (12) фа, находим, что из равенства 
Р. {Ит{ (т) ={1(- 0) -=0} = 1 вытекает и(а-- 0) =и(а). Доказатель- 

bla 

ство равенства и(а— 0) =и (а) аналогично. 
Итак, показано, что О’ =[х (1), Р.] — консервативная диффу- 

зия. Используя 

mp (w!) = min {¢: x«(f-!) = 6} =f (mp), (13a) 

а также 

Ey [t (tte A Mp, n)] =G(&, 1), a<&, YH <b; 

G(E, n)=G(n, 2) = 0, <, 
(см. задачу 1), вычисляем выходные вероятности и средние времена 
выхода 

Pia (8) = РЁ {и < та} = Рь {{ (ть) < f (tma)} = 
= Р: {ть ии} = 24 а<8—< 5; (14а) 

—а 

еаь (5) = ВЕ (ме /\ ть) = Ee [fF (ma) A 1 (мь)] = 

(135) 

b 

= ВЫ \mo)] = Ey | | (tna <p, 1) m (dn) | = 
b 

= |G, n)m(dn), «<<. (14b) 

Отсюда получается, что шкала этого движения является положи- 
тельным кратным шкалы броуновского движения, а его мера 
скорости — обратным кратным т, что и требовалось доказать.
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Задача |. Используя формулу для стандартного броуновско- 
го локального времени + 

are — V2018—n1 
Bl \e t (dt, n) | Vig 9>0 

дать прямое доказательство соотношений (135). 
[Пусть т= и /\ мь. Имеем 

щ 

Ex [t (ma A mo, n)] = lim Ey [ \ 2794 (1, n) | = alo 0 

со со 

= lim Ey [ e~@tt (dt, n) = e-am a este (dt, n, wi) | = 

  

e- V2a|e—n|__ ,—attt,— V2a|x(m)—n| 

1 
we) aa 

Ir 
=5 | 19—15 +16 — —y|=2 1). ] 

Задача 2. Доказать, что если т (и`) — марковский момент 
для стандартного описания движения х(Г!), то m(w)= 
= f-!(m’ (w!), w)—MapKOBCKHH момент для стандартного броунов- 
ского движения; и если В" ЕВш- у, т. е. В [| {1' < ЦЕВ: (> 0), 
то В == {ш: 16 В"} ЕВшу о, т. е. ВП {т < ЕВ, (#20). (Исполь- 
зовать теорему Гальмарино; см. $ 3.2.) 

               

Задача 3. Дать прямое доказательство строго марковского 
свойства движения х(г!) при помощи его стандартного описания, 
результата задачи 2 и метода, использованного при выводе соот- 
ношений (9). 

5.3. Замены времени. О = [0, + 00) 

Пусть дана мера скорости т(46) на отрезке @ = К! и стан- 
дартные броуновские локальные времена +. В $ 5.1 утверждалось, 

что если |*— обратная функция к f=\ + Ат, то замена времени 

[—>[! переводит стандартное броуновское движение в (нестан- 
дартное) описание диффузии 0’ с той же шкалой, что у броунов- 
ского движения, и мерой скорости т, т. е. с производящим опера- 
тором 

. _ + (45) 
8 =— (db) (1)
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Мы проверили случай @ = 1; здесь будут рассмотрены случаи 
1 

Q=[0, +), | Edm= +o; (2a) 
+0 

1 

Q=[0, +00), m(0, l)=+o0, | Edm<+oo; — (25) 
0 

Q=[0, +00) m(0, 1)<+ 0; (2c) 

случай О = [0, 1] оставляется читателю. В случае (2а) граница 0 
не является ни выходом, ни входом. В случае (2Ъ) 0 есть выход, 
но не вход. В случае (2с) О— и выход, и вход, и нужно различать 
две возможности в соответствии с тем, 

(ви) (0) =0 (За) 
ИЛИ 

т (0) (6`и) (0) = ит (0), О<т (0) < - <. (3b) 
Наше утверждение состоит в следующем. Положим по onpe- 

делению 

т (0) = {- со в случае (За); (4) 

f(t) = \ t(¢, §)m(d&) @ caywaax (2a) u (2b); (5a) 
+0 

f(t)= | t(t, 9 (45) в случае (2) = (3), (55) 
—0 

причем будем считать 0-(-- со) =0. Если 

Г" (0) = мах {5: 1($)=В, (6) 

то движение [x(f'), Pag: а>0] является (нестандартным) 
описанием диффузии 0’ с производящим оператором @`. 

Пусть дана броуновская траектория, начинающаяся в луче 
{со 

[0, -- со). Посмотрим, как устроено {= \ tdm. 

0 
Как мы увидим, 

Ра {{ (т) < - со} =0 или | в зависимости от того, расходится 

1 

или сходится интеграл | Edm (t > 0), (7a) 
0
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И 

Ру {1 (п) < - со} =0 или 1 в зависимости от того, т[0, 1) = 
= + < или т[0, 1) <-+ о (1>1>0). (7b) 

Если предположить, что это доказано, то основные свойства | 
и |'(Р) можно описать следующим образом: 

в случае (2а) { непрерывно (<), (В) < f (te) (fp << lo < т), 
F (Mo) = = -+ со; |1 непрерывно (¢ > 0), f (f-!) =¢ (> 0), fF? < mp (f > 0) 
u ft(+ co) = Itty (см. рис. 1); 

в случаях (2Ъ) и (За\)—то же самое, но здесь 

F (ttto.) << + 00, f(t 0) = + <; F(f*) =F A F (mo); 

Г < т (< 1 (то)) и Г (0) = (E> F (m0) 

(см. рис. 2); 

в случае (ЗЪ) | непрерывно (#> 0), 1(#) <f (4) (# < Ь) в пределах 

каждой броуновской экскурсии х(Ё}: ЁЕЗ; ( Ц 8» = {t: x >> 0}) 

и 

"Ц F/th th 

je = My 

        

  

и i/¥ и 

Рис. 1. Рис.2. Рис. 3. 

в сторону полупрямой (0, -- со); | постоянно в пределах каждой 

экскурсии х(1): ЕЕ 3, ( JU on = {t: х, <0}) в сторону (— со, 0); 

Pao=p (¢+0) < +00 #>0), F(FY=LE>0) uw x(f) Henpe- 
рывно (см. рис. 3). 

Докажем утверждение (7а). 
Пусть дана броуновская траектория, начинающаяся в точке 

[>> =>0. Тогда м ={(м.) имеет такое же распределение, как 
момент первого достижения точки = для диффузии на А? с той же 
шкалой, что у броуновского движения, и мерой скорости т’ =т 

Ha [e, +00) (cm. 5 5.2). Поэтому Е: [e~o™*] = g 2(l)/go(e), re 2— 
убывающее решение уравнения 2*(4Ё)/т не (Е) (& > 0).
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А так как 

92 (+0) = + © или < в зависимости от того, 

1 

\ Бат = оо или <-+ о, (8) 
0 

1 
то Ру {{ (и) = - со} = 1, если Бат = + со, иР; {1 (п) < - сэ} =1, 

0 
если 

1 1 

Е | \ t (1m, &) dm | = \ ато. 
0 0 

Справедливость утверждения (7Ъ) сразу же вытекает из того, 
что при #>> о имеем +(1, .)>>0 в окрестности 0. 

Пусть #> 0; из соотношения 

{w: f1 (f) <<s}={w: £<f(9)}, s>0, (9) 
BbITeKaeT, ITO m =f"! (t) — mapKoeckuu momen. Kpome Toro, 

Е =м- Г: 6, и). (10) 

Действительно, в условиях (25) и (3а), если #> 1 (т) (< - <), 
то 

Пе $) =ш=рР (= (11а) 
(см. рис. 2), а 

Г ($, ищ) =" ($, Ши) =0. (115) 

Во всех остальных случаях 

HPO) =F (12a) 

f(s+m)=f(m)+ f(s, Op) =t+F(s, Op) (12b) 
(см. рис. [и 3) и потому 

Г: ($) = шах {6: 1 (0) <Е- $} =м- тах {6: 1 (0-м) <#-+$} = 

= м -- тах {6: 1 (0, м) <з=м- Е! ($, ив), (13) 

что и требовалось доказать. 
После этого мы можем установить, что движение [х (1*), Р.]— 

консервативная несингулярная диффузия на [0, -{ со) и ее (локаль- 
ный) производящий оператор @®” можно вычислить на (0, - со) 
точно так же, как в $ 5.2. Новым является только вычисление 
производящего оператора в 0, для которого достаточно заметить,
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что во всех случаях, кроме (35), выполнено Рь {1 1=х (Г) =0}=1; 
а в случае (3Ъ), применяя формулу Дынкина 

(Ви) (0) = lim Ey (m)* [и (=) — и (0)], 

m = тах {Е х (г =$}, (14) 

и соотношение 

Eo (m*) = Eo ((f (ть) = | E[t (tte, 6)|dm= 
=0 

_¢ _ _¢ — вт (0) при т (0) > 0; 

=“) рат |0 0) a =o(e) при т (0) =0, (19) 

получаем то, что ожидали: 

(и) (0) = Ит Во (аку [и (е) — и (0) = 0, т(0)>0; (164) 

ut (0) =0, т (0) =0. (16b) 

5.4. Локальные времена 

Рассмотрим нестандартное описание 

= [м =х (1), Р], = \ t dm, 
Q 

общей консервативной несингулярной диффузии на Q=R! (или 
[0, + <), или [0, 1]), со шкалой $ (5) — $ (а) =6— а через стан- 
дартное броуновское движение с траекториями ш: [—>х (1), локаль- 
ными временами # и вероятностями Ра (В). 

У диффузии 0’ в каждой точке отрезка @, не являющейся 
ловушкой, есть свое локальное время: 

  

. :х* db, <{ fb иа 0. (1a) 
"О-о, 5. (1b 

Действительно, пусть [ЕС (9) и Е меньше, чем момент достиже- 
ния множества ловушек движением О’, т. е. Г*(Г) меньше, чем 
момент {Г*(-- со) достижения множества ловушек стандартным
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броуновским движением. Тогда 

t t f~1 (t) 

| Fe (9) ds=[re(Pyds= | F«(9) f(as)= 
0 0 0 

= lim Sd) F(%(R2-")) f(R—-1) 2, 22") = 
BETO nfl (2) 

= lim \ Ух 12") Е) 29, 22°"), в) т (46) = 
mt & po-ncg-t (1) 

f(t) 

=\ \ 14209) + (4$, 6) m(adb)= | (©, 6) F) mdb), (2) 
о 0 Q 

поскольку # (4$, 6) не меняется вне множества моментов пребыва- 
ния {5: х ($) =6}. Рассматривая первоначальный интеграл как 

\ mes {s: x° (s)E€ db, s<t}f (d), 

Q 

выводим отсюда формулы (1). 
Через К можно выразить переходные плотности р’ (&, а, 6), 

рассмотренные в $ 4.11: 

2 Е.Е (6, Бр", а, 6), (t a /Е, +) х9х4. 6) 
Сейчас мы это докажем. 

Пусть даны точки а<б из @`; тогда 

у = Ва a e—@tt” (dt, a) | = 
<0 и 

= Ев | \ еб” (Ч, a) | +E, (eM) Ey (е “May у. (4a) 

0 

Это означает, что 

My 
Ea [ фен (4, а) 

- (4b)   у = — —. 
1 Е. (е om Ep (e oma) 

Вводя функцию Грина 
{со 

С° = \ е-“1 р" = Вю: 0 В= 18. — 9165, 
0
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и полагая 61а, находим, что 

my 
gy (b) g2(a)(b—a)-Eq | { e~%'t (ав, а) 

д у = Ит — — _ 
bla Zo (b) 81 Е ) (5) а) 82 

  

my 

= Bg, (a) B2(a) lim (b— a) *Es [ ее" (а, а) | = 

= B'gig2.=G' (a, a), (5) 
так как (см. задачу 2.8.3) 

my, 
Ес [\ (l—e-**) t' (dt, a) | <Eal(1—e-amg) (ms, а)] < 

0 
  

  

<У Ее “3 УЕДЕ (в, а = 
= 0 (Eq [t (mp, а)" ) =о(Ь—а) (6a) 

И 
Ес [+ (5, а)] = Ва [1 (мь, а)] =б—а. (6Ъ) 

Но тогда 

+ оо . о 
Ба е- “1 4" (44, 6) | =Б.(е “"°)Е es" (dt, b) | = речи 5] [Pewee 0) 

= E,(e °"»)G'(b, 6)=G' (a, 6). (7) 

Обращая преобразование Лапласа и дифференцируя, получаем 
отсюда сразу формулу (3). 

5.5. Подчинение и цепное правило 

Пусть дана консервативная несингулярная диффузия О с интер- 
валом состояний @, траекториями №: Е —>х(Р) и вероятностями 
Р.(В). Тогда другая консервативная несингулярная диффузия О` 
называется подчиненной диффузии О, если 

ее интервал состояний (° является частью интервала ©; (Та) 

у этой диффузии та же (естественная) шкала; (1b) 

если Г = Ш! О’ — точка переноса для диффузии 0’, то или 

[= 1! О — точка переноса для О, или — © ={1< Г; (2а) 

если г’ =зир @° — точка переноса для 0’, то или 

г =зир @ — точка переноса для О, или +0 =г>гГ. (2b)
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Диффузия О’ подчинена О, если существует замена времени 
{—>] 1, отображающая О на О*. Заметим, что если точка [>> — со 
не является ни входом, ни выходом, то 

O> Pa { tim x(t)=}, l<a<r (3) 
t ¢ +-0o 

(см. задачу 4.6.7), и никакая замена времени не может этого 
изменить и заставить процесс х({!) вести себя так, как если бы 
точка Г (>21) была точкой переноса. 

tA ТА 

  е © 
  

            
¥(e)<+00 F ¥(e)=+00 т 

Рис. la. Puc. Ib. 

С другой стороны, писть диффузия 0° подчинена О. Тогда 
если п!’ — мера скорости для О’, а е—момент достижения траек- 
торией ш: —>х(Р) множества ловушек диффузии О’, то замена 
времени Е—>{[*, где 

| tdm’, t<e; 

=] 0- (4) 
| +0, t>e, 

omo6paxcaem D na D’, m. e. 

Pa(B)=Pa{x(F*)€B}, 
acQ’, BCB. 

Мы докажем это в частном случае 

Ч = [[, — оо}, [> — со; 

0 =[, + о), Г» — оо; 

$[а, b)=s [a, 6)=b—a, 6 < а. 

Пусть Г > — со, и пусть дана траектория &: Е —> х(1), начи- 
нающаяся в точке х(0)>1. Тогда если Г — ловушка для 0’, то 
е<-оо, а Г имеет такой вид, как на рис. 1а или 1Ъ, в зависи- 
мости от того, является точка [° выходом или нет. Если же Г— 
точка переноса для 0’, то точка {= — со или [>> — со является 
точкой переноса для О. В этом случае [ имеет такой вид, как 
на рис. 2а или 26, в зависимости от того, [=Г или 1[<Г. 

(5)
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В обоих случаях совпадение процесса х(Г!) с О’ устанавливается 
так же, как в $6 5.3. 

Что же касается случая / = — со, то при х (0) >> — со график 
| имеет такой вид, как на рис. 2а. То же верно, если х(0)=Г = 
= — со И эта точка является точкой переноса для О”, потому что 

тогда Р-» {пу <- оо} =1 и Е-» [{ ()] = \ | 8 ат < - со. Если 
> оо 

  

  

            

же х(0) =Г = —с и эта точка является ловушкой для 0’, то 
КО) = -Н о, x(f) =— oo. Доказательство закончено. 

tA th 
+ со 

+ со 

+00 Ff +00 $ 
Рис. 2а. Рис. 25. 

Пусть даны две консервативные несингулярные диффузии О+, 
подчиненные О, причем О-_ подчинена О.. Составим для каждой 
из них временную шкалу по формуле (4): 

\ tdm.., 1 <е,; 

+(0=1 9+ (ба) 
| -+- со, [> е.. 

Процесс х({-{) совпадает по распределению с О,. Рассмотрим 
локальные времена +, =+({:!) для этой диффузии и положим 

\ t,dm_., t<e; 

(A=) @ (6b) 
| +0, Е>ь 

где е— момент достижения процессом х ({- 1) ловушек диффузии О-. 
Получаем, что процессы х ({-!) и х[{; 1 (Г*)] совпадают по рас- 

пределению с О-. Это наводит на мысль о том, что имеет место 
цепное правило 

Fi) = fri, «OE. (7) 

Сейчас мы его выведем.
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Поскольку 9 <[1(Р) означает то же, что {1 (9) <, имеем 

Г: [Г (@)] = тах {5: {. ($) < Г" (В)} = тах {5: {11. (5)] < 8}, (8) 
и потому достаточно доказать, что $ (7) = {-. 

Пусть Ё> 0; тогда 1; 1 [{. (1)] =Ь если только {, не постоянно 
на каком- нибудь полуинтервале 

8=(, Ш (<<) 

(см. рис. 3). Такой интервал соответствует экскурсии траектории 
в Ю'\\ О, или прибытию траектории в момент Ё=й в точку, 

th 

    
in 

Рис. 3. 

являющуюся ловушкой для О.. Из отношения подчинения выте- 
кает, что {- также постоянно ‘на 3, откуда 

7- 14.0 =Т- (9) 
Учитывая (9), получаем из (6Ъ), что 

+ (40 =НО, 4@<е; 
ны + оо, я, (> е. (10) 

Остается доказать, что 
f- (4) = +00, если |. (Ре. (11) 

Ho tax Kak fr!(e)>e_, To e>f,(e-). Tlostomy из f, (f)>e 
следует [>>е-, откуда получаем + (РР = | со, что нам и было 
нужно. 

5.6. Моменты убивания 

Рассмотрим несингулярный дифференциальный оператор 

ut (db)—u(b)k (db) 
  

(G'u) (5) = — m (db) 

(а) = по, око, и 
bla —a
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где Е и т конечны на замкнутых подинтервалах луча [0, -| со), 
причем либо 

(6`и) (0) т (0) = м* (0) —и (0) ^ (0), 

О< (0), т(0) < - оо, (2а) 

Либо 

(©*и) (0) = хи (0), О<х< +. (2b) 

Покажем, каким образом строится соответствующая диффузия. 
Метод, которым мы пользуемся, можно также применить к слу- 
чаю самого общего несингулярного оператора, который рассмат- 
ривался в $ 4.7. 

Идея состоит в том, чтобы ввести несингулярную консерва- 
тивную диффузию О с производящим оператором 

ut (db) 
(Ви) (6) = ав, <<; (3) 

(би) (0) т (0) = и* (0) в случае (2а); (4а) 

(@и) (0) =0 в случае (2b), (4b) 

с траекториями ш: Ё—>х (116 [0, - оо), о-алгебрами В, вероятно- 
стями Ра (В) и локальными временами 

  

  

t (t, 6) = mes {s: кс S<t} ‚ 6>0: (ба) 

t (f, 0) = lim mes {s: oy S< 8 в случае (92); (5b) 

затем присоединить к его траектории добавочную координату 
О< м. < + © и распространить Р. на эту новую координату 
в соответствии с правилом 

Р.{ш„ >В} =е-К№, t>0, (6) 
где 

со 

t (t) = \ + (#6) 2 (46) в случае (а); (7а) 
_0 

оо 

# (Ё) = \ t(t, b) k(db) + mes {s: x(s) =0, s<t} 6 cay4ae (2b). (7b) 
+0 

После этого, если ввести новые траектории 

х (1), < м; 

00, Ё2 Шо, 
w: t—> x° (t) = (8)



5.6. Моменты убивания 225 
  

останется только доказать, что О” = [х°, Р.] — некоторое (нестан- 
дартное) описание диффузии с производящим оператором ©’. 

Описанная в $ 2.3 конструкция броуновского движения с эла- 
стичным экраном является частным случаем этого способа построе- 
НИЯ. 

Чтобы доказать, что О’ обладает простым марковским свой- 
ством, рассмотрим траектории ш’: Ё—>х' (1), момент убивания 
Mc. = Шт {Ё Хх = оо}, 0-алгебры В и вероятности Ра (В°) = 
= Р. {Е В”}, составляющие стандартное описание О’. 

Пусть $20 и 46 < [0, | о); тогда 

Ра {В*, х' (¢+s) € db} =P, {B, x (#-- $) Е 46, ть >1-+$} = 

= P,{B, x (¢+s)€db, mo >t+s}= 

= F,{B, x (t+s)€db, Pa{mo>t+s|B}}= 

= E,{B, x (t--s) € db, +9} = Е, {B, e-, x(s, wt) € db, eT) — 
= Ey {B, eBay {x (s) db, e-%}} = 

= Fy {B, to >t, Paty {x (s) € db, to > s}} = 

= Fy {B’, Pxety {x (s)Edb}}. (9) 

При выводе последнего равенства используется то, что Ре {х° ($) Е 
ЕО, - со)} =0. Доказательство закончено. 

Так как операторы Грина 
m° 

ОБ-Е: [еб] Е. [| | ote at] - 
0 0 

=. | | e—! dt e-at f (x) dt | =. | | et (x) dt } е—! dt | = 

=E cf e-ate—FF (x) dt ] (10) 
о 

отображают С (Ю*) в себя (что доказывается таким же методом, 
как формула (5.2.14)), то 0’ есть (несингулярная) диффузия, 
и остается вычислить ее шкалу $’, убивающую меру А’, меру ско- 
рости т’ и коэффициент убивания х, используя вероятностные 
формулы $ 4.4. 

Пусть О<а<6<-+ о. При а<&<6 вероятность первого 
достижения 

рёа (5) = РЕ {и < ша} = Рё {ть < та /\ Шо} = 

= Е {ть < шо, eH) (11) 
15—1209
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непрерывна. Замечая, что 

t(m, |), Ш=иШ Л м, а<1<, 

не меняется при заменах времени, выводим из соотношения 

Ев [# (т, 1)] =С (5, \), a<6, <, 

—a)(b— 
GE, 1) =G(n, )=S-2E—D gx 

(см. задачу 5.2.1), что 

b ь м 

| GE, n) pba (n) (dn) = Ee [ | (| pia (x2) t (at, n)) & (dn) | = 
a a 0 

= Ey [| pia (m)# (at) | = 
0 

= tim Ee [ 2: Рёа (Хоп) # [(1— 1) 2", 12-* | — 

12 т 

= Ни У, Её {12" <, (—1)2”, 12"), 
п |1 

Е аз-пу {ть < то, ет} = Шт DY) Ey (12 <a, #[(/— 1) 2, 12"), х(2 ) по 121 

Itty (win) < те (ши), е-1(м (ип), Ш )} = 

= lim >» Её {ть < т, е- К), [2-" <, 
nt-+oo l>1 

12" [(1— 1) 2—", 12”)} = 

= Е | < то, е- К) {tor an} = 
о 

= ВЕ {ть < то, 1-е) рр, (8). (12) 
Это означает, что 

Poa (4) = рба (8) Ё (4Ё), а<Е<. (13a) 
Аналогично доказывается, что функция рёь (E) = PE {mi< m3} 

удовлетворяет уравнению 

раз (48) = раь (8) А (4=), а<Еж<6. (135) 
Отсюда, в частности, вытекает, что функция 

0 < pia (§) Pav (5) — pat (E) Pia (E) постоянна при а<Е-<Ь. (14)
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Рассмотрим теперь среднее время выхода, определенное при 
ax<E<b: 

av (§) = Ez (ma A me A mo) = В+ (ма A my /\ Moo) = 

= F, {m, m< По} -- Ба {too Moo <= m} = 

щ т 

= Е [ me Rm) + te-tat | = Е [ пет) — fe-F[m + eat |= 

nt 

=E;| | etdt| (15) 
0 

(mech m=m, /\ ть). Эта функция непрерывна. С помощью таких 
же выкладок, как в (12), находим, что 

nt b 

\ С (5, 1) езь (п) Е (41) = Е: [ \ езь (х;) t (dt) | = 

° о 
т mw) м 

=E,[ | ea) e Newb ds) = E,[ \ e-tas eat | = 
0 0 0 o

t
"
V
v
 a
 

м 

== Fy | \ (1 —e-) ds | = gp (&)—ean(&), (16) 
0 

THe Cay (E)= Ex (tte /\ tty). DTO O3HauaeT, 4TO 

— [eat (dE) — ean (&) Е (4Е)] = — езь (4) = т (4&), а<&<6. (17) 

Согласно формуле (14), 

5" (4Е) = сопзё. [рёа (4) рёь (&) — piv (dE) pba (E)] =const-s (dk). (18) 
Если положить константу равной [, To из (13) следует, что А’ =, 
а из (17), — что т’ = т на (0, + 00). 

Остается вычислить А (0) и т (0) в случае (2а) и х в случае (2Ъ). 
Но в случае (25) 

Ро {тг > Ё} == Рь {ть > t} = Ey [e~* EE )] = e-*t, (19) 

что и требуется доказать; а в случае (2а) вероятность достижения 

рь (Е) == РЁ {ив <- оо}, О<ЕЗЬ, (20а) 
и среднее время выхода 

её (Е) = ЕЁ (ё /\ ть), О<Е-Ь, (205) 
15*
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можно выразить через функцию Грина 

Её (ть, 1)] = С (Е, n)=G(n, 8)=1—-F, 0<E<n<8, 
совершенно так же, как в (12) и (16). Получаем 

| GS, n) 75 (n) & (dn) = 1 — ps (8); (21a) 
[0, b) 

\ ОЕ, п) её (1) & (dn) =e6(8)— 68 (8), (21b) 
[0, b) 

т. е 

(у — 28° (0) _ pq. г, =#(0); (22а) 

m’ (0) = —[es* (0)— es (0) &(0)] = —ef (0) =m(0), — (225) 
что нам и было нужно. 

Очевидно, что движение О’ имеет локальные времена 

  

. +, __ mes {s: x* (s)€db,s<t} , 
+ (1, b, м ) = т (45) ’ (23a) 

t (t, 6, w')=t(t A Mo, 0, w). (23b) 

Задача 1. Проверить формулу 

p(t, 4, 6) = ЕБЕ(Ь, 6)], (а, 6) (0, +) х9 ХО, 
‚ Г 0, + о°) в случае (2а); 

Q =} (0, +00) в случае (25). 

(Консервативный случай см. в $ 5.4; по поводу р” (&, а, 6) см. $ 4.11.) 

[Пусть я«>0, (а, 5)Е9`х 0’. Положим [Г =а +ат-- #; 

тогда 
+ со оо я _ 

: —aty* (dt, 6) | = Ea Ки (ар, 6) | = в: [ t (dt ) | [\« t ( ) | 

es (f-1(d2), 5) | 

o
c
t
 

=E,| 

Используя задачу 5.2.1 и применяя к заменам времени, рассмот- 
ренным в $ 5.4, цепное правило, отождествляем это выражение
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с функцией Грина для О*: 

С` (а, 5) = Bg (a) g2(b) (а<0); 

д" (45) = & (5) [от (45) Е (45)], $>0, Е=Е1, 8»; 

81 (0) = &1 (0) [от (0) -- А (0)] в случае (2а); 

51 (0) =0 в случае (25); 

далее используйте 
+00 

= e—e n° dt.] 

Задача 2. Установить, uTo P {mE dt, x (mo—O0)E db} на 
(0, +00o)XQ°xQ* Bpipaxaetca B Bune p'(t, a, b)dt k(db). Uc- 
пользовать формулу задачи 1. 

[Пусть даны & >0, ае(’и функция [ЕС [0, -- со), обращаю- 
щаяся в 0 в точке 0; тогда 

оо to Чо 
$} e- ot df ( p’ (t, a, b) fdk= Е | e-t (dt, b)] fdk = 

оо 

= Е» [[} ме Ча Гб) ] = ие“ (шь— 0). 
0 

Теперь нужно обратить преобразование Лапласа.] 
Задача 3. Придать точный смысл утверждению 

Ит аи (5) Рё {ten <t} =k (db), 6>0. 
t 

[Пусть 0<а<6<с; обозначим через / полуоткрытый интер- 
вал (а, 6]. Имеем 

те \ m (dt) РЕ {ть ь х(шь—0)=0}< 
t I 

< Ни Рь {1и<Ййт(Г)=0 в случае (25); 

Е \ m (dB) РЕ {то х’(ть—0)>2с}< 
I 

<lim f*Py {tte <t} m (1) = 0; 
#1
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поэтому 

lim 7-1 d {то < А = lim ) (de) Pe fm <8 

=lime \ m (dé) Pi {mi.<t, 0<x' (mi—0)<c} = 
I 

0 

=lime \ dsk (dy) Ps {x’ (s) EN} =k (I), 
0 

если ни а, ни Ь не являются точками разрыва функции ^.] 

Задача 4. Рассмотрим несингулярную диффузию 0’ на В! 
с производящим оператором 

и+ (46) —и (5) Е (45) 
т (45) ’ 

u (b)—u (a) 

b—a ’ 

Gu =   

ut (a) = lim 

траекториями и’, моментом убивания т» и вероятностями Ра (В°) 
Введем составное движение 

x (t) = xn (€—ma_1— ... — m9), 

mi... +m-1<f<mji+...+m, 

где mj-+...+m,z-,=0 npy п=0, а движение хи (1): F< mays 
при условии, что фиксировано х(Ё): [< ии -+...-щ,, совпадает 
по распределению с движением x (ft): < м», начинающимся 
в точке № = хи (и, —0) (см. рис. 1). 

Задача состоит в том, чтобы доказать, что 

P? {mj +m3+...+mt+o}=1, 

и установить, что составное движение совпадает с консервативной 
диффузией с производящим оператором @и = ut (db)/m (db). 

[Рассмотрим консервативное движение с производящим опера- 
тором @, траекториями в: {—>х (1), локальными временами + 
и вероятностями Р.(В) и убьем его в момент т» с условным 

распределением Р. {п >Ё|В} =е-К (t= t dk) . Мы получим 

некоторое (нестандартное) описание движения 0’. С помощью
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этой модели легко убедиться в том, что 

Pi{mitms+...+miédt, l,€d}= 

— — ty EQ" E, {eto tae), x edi}, 

x0) г 

  ty   
Действительно, для п=1 эта формула очевидна; предполагая, что 
она верна для п—1, находим, что 

Et {mitma+...+ma<t, f(h)= 
t t—s 

_ —fsy E(s)"-? 1 == —E. [ \ a ramen Exe) | Ee" OF (xe) # (49) | ] “= 

t 

=E,[ | eto t(as) oO ~HO-*, WF (x9) # (d9) ] = 
0 

© 

t 

Е. [ (48) 
(n—2)! e~ F(®)F (x9) # (40) ] — 

0 O
r
n
 

«е
е 
—
.
 

-Е. [ ete) т f (x0) # (40) |. 
0 (п
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Но тогда 

Ит Р; {пн Нав-р... Ви < В = 
n t -+-oo 

1 = lim E. (ett m dt] =0. 
nt oo 3 (n—1)! 

Для завершения доказательства остается только заметить, что 
консервативная диффузия начинается заново в момент щ.».] 

5.7. Броуновские движения Феллера 

Рассмотрим некоторые частные случаи результатов $ 5.3 и 5.6. 
Пусть дано броуновское движение с отражением на [0, -{ со) 

с траекториями ш: #—>х (Ё), локальным временем +(#) = lim (22)? x 
0 

x mes {s: x (s)<e, S<t} u вероятностями Ра (В). Пусть 6* — one- 
ратор, равный половине второй производной, применяемый к функ- 
циям и из С? [0, -- со), удовлетворяющим условиям 

ра (0) — рзи+ (0) -{ рз (©`и) (0) =0, (1) 

О< ра, р», Рз, 

ра р» - Рз=1. 

Если р. =0, то 

x(t), t<mp=min х(=0}; 

x(t)h=;) 0, m<t<me; (2) 
со, Ё> Мо, 

Р. {ть > п НЕ] В} = е-Фи/РзУ, 

— нестандартное описание движения, связанного с @’. Если же 
р > 0, то одно из возможных описаний этого движения следующее: 

( x(f'(f)), < м; О UO SB (3) 
1+ 23+ (р): fat+22t(t); 

P {tte >> t | B} = e—Pr/pat fF), 

Если рз=0<р:, то х’— броуновское движение с эластичным 
экраном, описанное в 6 2.3. 

Рассмотрим случай р: = 0 < рз. Пусть 3 = {#: х(=0}. Так как 
К) —Т()>Ььр-— В при (В, Ь)П3=- ©, то временная шкала f*
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вне 3”={ (3) отсчитывает естественное время, а на 3’ течет 
замедленно; т. е. х’=х(Г!) вне 83 выглядит как броуновское 
движение с отражением, но задерживается слишком долго 
у экрана, как бы немного прилипая в этой точке. 

В. Феллер [4,9] обнаружил, что условия (1) являются наи- 
более общими (локальными) граничными условиями, которые можно 
наложить на сужение оператора 0?/2 на луч [0, + со); до него 
никто не отмечал возможность ввести в рассмотрение условия, 
включающие (@‘’и) (0). 

Феллер изучил случай, когда траектории разрешается скакать 
с границы обратно в (0, -{ со). В этом случае @° имеет вид D?/2, 
причем этот оператор применяется к функциям и из С? [0, - о), 
удовлетворяющим условиям 

+00 

piu (0)— paut* (0) + ps(B'u) (0) = | [u()—u (0)] p (al), 
+0 

О<р;, р>, Рз, р (41), (4) 

Pit Pot P3+ \ lL \ 1p (dl)=1. 
+0 

Когда траектория выходит из 0, она ведет себя подобно одно- 
стороннему процессу с независимыми приращениями с производя- 
щим оператором 

4-со 

раш* (0)-- \ ш(0—и (0)ур (40. (5) 
+0 

Объяснение формулы (5) см. в $ 7.20; полная картина траекторий, 
связанных с @°, содержится в работе К. Ито и Г. П. Маккина [2]. 
Аналогичные результаты для устойчивых процессов получил 
С. Ватанабе [1]. 

5.8. Пример Икеда 

Н. Икеда указал нам интересный пример движения, обладающего 
простым марковским свойством, с непрерывными траекториями, кото- 
рое не является диффузией (простейший такой пример см. в $ 4.1). 

Рассмотрим броуновское движение с отражением с траекториями 
Ш: —>х(Р), локальным временем += lim (28) mes {s: x(s)<e, s<t} 

& 

и вероятностями Р.(В). Пусть е„ (п > 0) — независимые промежутки 
времени с показательным условным распределением 

P {e, >t|B} =e", п>1. (1)



  

Рек, и за) 

C4 

2°(t)=£(t-t,-e,-t3-€4,WE и.) 

z(t)=x(t-t.-e2, w,) 
  

t,=t"'(e,/k) x/(t)=x(t)     
x (Q)=2(0)>0 

Pue. la. 

  

у 

t= (К, w;,) 

  
x(t)=2(t-e9-t,-€2,W4,) 

  

  

t= “(e1/4) 

—
_
—
 
<
 

> x/(t)=2x(t-e) 

  

    
2(0)=x/0)=0 

Puc Ib.
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Обозначим через #! ({) обратную функцию #! (Ё) = пи {$: + ($) =В} 
и пусть А — некоторое положительное число. Определим новые 
траектории х’в соответствии с рис. [| и заметим, что так как 

Р. {#1 > В} =Р. {1 > #1 (6 | В} = е-*, (2) 
то экскурсии, чередующиеся с жирными интервалами, на которых 
х’=0, являются независимыми экземплярами броуновского движе- 
ния с эластичным экраном, соответствующего условию и* (0) = 
—= Ри (0). 

а
 Ww 

f
F
.
 

ь
 

  
0 +0 

Рис. 2. 

Процесс О’ = [х’, Р.] является просто марковским, потому что 
Р.{х (Р =0} =0 (Е>> 0); он не может быть строго марковским, так 

как Е (е-+) не равно ни 0, ни 1 [см. формулу (3.3.3а)]. 
+00 

aa fe Bl0O, + co) byuxuna Gof = Е. [ е- f (xi) dé | принад- 

лежит D=B[0, | со) [1С (0, + со) [| {и: существует и (-+0)}*). 
Используя очевидное соотношение @,— 08 - (&«— В) в. ав =0 
(«, В> 0), легко получить, что оператор @» взаимно однозначно 
отображает ОД в себя, и так же, как в $ 3.7, можно ввести произ- 
водящий оператор @*’: О (6©°) =@)-—>0. Этот оператор подобен 
производящему оператору броуновского движения с эластичным экра- 
ном. Действительно, О (©“) — это класс функций ие ДО [| С? (0, - оо), 

1) В[0, {-со)—класс всех ограниченных измеримых по Борелю функций, 
определенных на [0, + сю).
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для которых 
и* (+0) =[и (+0) —и (0)1#; (За) 

существует и’ (--0) (3b) 
и оператор определяется формулами 

G'=+D* na (0, +00); (4a) 

(G*u) (0) =u (+ 0)—u (0). (4b) 
Д. Б. Рэй [3] обнаружил, что фазовое пространство движения 

с простым марковским свойством можно расщепить так, чтобы 
заставить траекторию начинаться заново в любой марковский момент. 
Для настоящего случая это расщепление показано на рис. 2. 

Задача 1. Провести подробное вычисление оператора @*. 

Задача 2. Проверить, что если выбросить начальный жирный 
отрезок на рис. 1Ъ, то движение, определяемое рис. 1, не будет 
даже просто марковским. 

5.9. Замены времени должны производитьея при помощи 
интегралов от локальных времен 

Пусть дано стандартное броуновское движение с локальными 
временами +; требуется доказать, что замены времени #—>[", 

f= \ + 4т, введенные в 55.2, не могли быть никакими другими. 

Точнее, если замена [—> т 1 (Г) переводит стандартное броуновское 
движение в консервативную диффузию с броуновской шкалой 

и с мерой скорости т на В! и если, так же как в случае т = tdm, 

(И =: ($) + 1(—$, и), Ё2$; (1) 

{а<т(<6}ЕВ:, #20; (2) 

О<т(Ё-Е 0) =т(В < оо; (За) 

t(+0)=0, (3b) 
то с точностью до множества траекторий с нулевой вероятностью 

t(t)=f(t) =| tdm, t>0. (4) 

Аналогичный результат верен для замен времени, рассматриваемых 
B § 5.3. 

Для доказательства рассмотрим аддитивный функционал 
от траектории стандартного броуновского движения, удовлетворяю-



5.10. Точки переноса 237 
  

щий условиям (1), (2), (3), и введем траектории 

о Xx (f), t < Woo; | 

x= оо, t > tite. (5) 

где щ» имеет условное распределение 

P {tito >t|B} =e", £>0. (6a) 
Движение [х°’, Р.] является диффузией, как читатель легко 

докажет, пользуясь методом $ 5.6. Поэтому его можно представить 
как консервативную диффузию с локальными временами #, уби- 
ваемую в момент м» с условным распределением 

Р: {шь > НВ" =е-"®, = \ t'dk, dk>O. (6b) 

Так как [х(Р: < м», Мо] имеет те же распределения, что 
[х (ft): < м», м»], тох и х тоже совпадают по распределению, 
т. е. х’ — стандартное броуновское движение (см. задачу 5.6.4). 

Теперь мы можем отождествить х и х’. Выбирая #>0, АЕВ, 
и используя соотношение (2), выводим, что 

E [A, e~*®] = P_{A, mo >t} = P.{A, mo >t} = E.[A, e-* ©], (10a) 

откуда в силу (За) 

Р. «= (0 = | +44, t>0} =1. (10b) 

Теперь предположим, что 3aMeHa BpeMeHH f—>r! nepeBOLUT 
стандартное броуновское движение в консервативную диффузию 
на А! с мерой скорости т. 

Так как х(т!) должно быть непрерывно, то т(#) < х(Ь) (и <Ь). 
Так же как в 6 5.2, вычисляем среднее время выхода: 

еаь (5) = Её [пи {#: x(t) 6 (а, 6)}] = Её [х (мо /\ шь)] = 
b b 

= \ ЕЕ [+ (па A Mo, n)] 2 (dy) = \ С (Е, n) k (dn), ax<§<5; 

GE n) =G(y, =O Bn. (11) 
Отсюда вытекает, что А = т; короче говоря, т = \ tdm, Kak u утвер- 

ждалось. 

5.10. Точки переноса 

Рассмотрим непересекающиеся подинтервалы О» = [{», г) отрезка 
Q = [0, 1], с которыми связаны шкалы $ = 5. И меры скорости т = ть. 
Пусть К =@\\ Ц (0, гл), и пусть $, —шкала переноса, удовле- 

п>1
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творяющая условиям 

0— $+ [a, р) = $+ (6) — $+ (а), a<b; (1a) 

b 

S+ [ns 6)=\ mln 8) 5 (48), 6 (1b) 
ln 

$4 [0, 1) < оо. (1c) 

Пусть О (©°’)—класс таких функций иЕС (9), что для некоторого 

u EC (Q) 
u’m (d&) =u*(b)—ut(a), Ipa<b<ry; (2a) 

[а, 5) 

и* (т (1,) = u* (Ln); (2b) 

u's (= \ u(d8), a<o; (3) 
(a, b) K+ [a, b)() Ky 

и" (1) =0, (4) 
и пусть ©’— дифференциальный оператор и—> и”. 

Предположим, что на @ задана такая консервативная сингуляр- 
ная диффузия с производящим оператором @, что 

Eo (11) << - со; (5a) 

Py {ttty~9 /\ Mo = + co} = 1, (5b) 
причем [, (л> 1) —изолированные справа точки переноса, г„— наи- 
менышая точка переноса, превосходящая м, а ров и е. — выходные 
вероятности и среднее время выхода Р. {ть < и} и Е, (и!). Тогда 
оператор ® можно представить как дифференциальный оператор ®’, 
если положить 

$ (4Е) = сопз{. ры (4), In<cax<E<b<n; (6) 

m (dt) = —et (dB), ЗЕ (7a) 
m (ln) = — ef (Ln); (7b) 

5+ (48) = —e,(d&), O0<E<1 (8) 
(см. $ 4.8 и 4.9). 

В то же время, как мы сейчас докажем, любой такой диффе- 
ренциальный оператор © является производящим оператором 
некоторой консервативной сингулярной диффузии, для которой 
Ео (п) < +00 u Py {14-9 /\ Mo = + со} -=1. Это показывает, что, 
как было предположено в $ 5.1, имеется взаимно однозначное соот- 
ветствие между дифференциальными операторами ®`° и консерва- 
тивными сингулярными диффузиями, для которых Е (пи) < - со 
Ц Py, {14-9 \ м = + со} = 1.
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Ha Q, оператор @° совпадает с производящим оператором некото- 
рой консервативной несингулярной диффузии, останавливающейся 

в точке гл, с траекториями #—> х„ (№, вероятностями Ра (В) (№ <а<г») 
и такой, что функция е„, = Е*"(т,„) удовлетворяет условию 

ern (In) = \ [5 (Fn) — 8 (8) т (4) = \ т Мы, 8) 5 (48) = 
Qn Qn 

= S+ (Q;) <-+ 00 (9) 

(см. $ 5.2, 5.3). На интервале точек переноса [а, 6) < К. опера- 
тор @®° является производящим оператором движения переноса 
со скоростью -+-1 в шкале переноса 

х (5+ [а, Е)) = а<Е<. (10) 
Идея состоит в том, чтобы сцепить эти движения конец к концу, 
причем небольшая неопределенность, возникающая, когда частица 
пересекает ОК., разрешается таким образом, чтобы выполнялось 
соотношение 

mes {s: x(s)€ Ki [0, 1), st} = 

—= 5+ ([а, )ПК.), а=х(0), b=x(t). (11) 

Пусть дана точка О<а<1. Выберем траектории 

Wn: t—>x,(t), nol, 

подчиняющиеся распределению 

P=x Pi, 
п>1 

(Х означает прямое произведение). 
Положим 

ta (b) = 2 [tttra (Wn) — Mina (Wn)] -+ 

| +s,([a, b)(\Ks), “a<b<1. (12) 
Пользуясь тем, что!) 

Е (ta (b))<E (f0(1))= 2) Ein (tin) +54 (K+) = 
С = $4 [0, 1) <<, аж, (13) 

введем непрерывную траекторию 

( Xn(t), 1<& (т), в <а=ж (0) <; 

Xa (t)= Xn (t— ta) ([.)), [а (1) < <la(fn), a<ln; 

a b, t = ta (b), a<b<l; 
L l, t>ta(1), 

1) Е— математическое ожидание, соответствующее вероятности Р. 

(14)
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такую, как на рис. 1. Докажем, что движение О’ с вероятностями 
Ре (В`) =Р(жЕВ°) (0<а<!) обладает простым марковским свой- 
ством, т. е. что 

P {xa (f-+s)E€A| xa (8): 0s} =P {x (t) E A}, (15) 

р = Ха ($). 

Пусть а< 6; тогда процесс ха начинается заново в момент 
первого достижения таь = пит {Ё х(Й=6}, т. е. хо (Е таь) = 

  

  

              

ty (bt | 
Lq(t}=1 

t=t,(1)¢ 

Iq (t-ta(l,)) 

t=t, (4) 

2,(t-ta(h) 

= (1) 

$ JS \ \ __ 
С 7 пи > 

IZ ah и Г lg Wy 1 dftq 
Рис. 1 

—=хь (К (120). Используя очевидное соотношение 

lim E (e-™ab) = lim E (e-™ab) = 1, (16) 
bla atb 

выводим из этого таким же способом, как в $ 9.6, что операторы 
Грина 

{оо 

(@Р(а=Е| } еж) | 
0 

переводят С (©) в себя. 
Выберем $>>0 и ВЕВ {ха (0): 0<$} = В... Пусть 

t= Map, 6 = ([27хо ($)] + 1)27; (17)
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тогда из того, что Ха ($) ЕТ, = К. (][0, 1) ПД, вытекает, что 
п>1 

Ш >> 5; (18а) 

lim m=s. (18b) 
nt +o 

Отсюда выводим, что 
со 

Е {B, ж (Е | его (xa (¢+8)) at} — 
0 

= lim >) E{B, xa(s)€[(R—1)2, 2) Ji, 
n t -+-00 n 

k<2 
- оо 

b= k2-", s< thay, \ ef (xq (¢ + map) dt} = 
0 

— lim >) E{B, xa(s)€[(R—1) 27", 22-") Ja, 
k <2” 

b=k2-", s< mop, (Gof) (6)} = 

= E{B, Xa(s)€Js, 0=R-2, (Gf) (Xa (8))}- (19) 
Это означает, что 

P {xq (t-+s)€A| Bas} = P {xp (t) € A}, 
b= хе ($) 6 += К+ П10, 1) 0 tn (20) 

Теперь остается проверить равенство (15) в случае хо ($)=1 
и в случае ха ($) 6 О». 

Но если ха ($) =1, то 

Р {ха (Е $) =1|Ва:} =1=Р {жи (Е) =1}; (21) 

если же = х. ($) О», то условные распределения относительно Ва, 
процесса 

Xn(f-+s—ta(ln VV a)), Е<Ь (т) $; 

Я С  t>talta)—s, 
(22) 

совпадают с распределениями хь. Это. легко проверить, учитывая, 
что вю (В \/ а) и ж (1: [8 (Ё Ма) не зависят от хш (Ё) (Е>0) 
и что процесс х» (Ё) (Е > 0) начинается заново в моменты $ — #4 (1 \/ а), 
и пользуясь рис. | 

Поскольку оператор Грина движения О’ переводит С (0) в себя, 
О’ является диффузией. Чтобы установить, что ее производящий 
оператор совпадает с дифференциальным оператором GB", достаточно 

16—1209
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заметить, что 

_ _ 5 (&— (а) 
РЕ {ть < ma} = P {myo < ица} = 5—5)’ (23а) 

а << в, 

Е: (пи) = Е(&, (1)) = 2 Eeyin (tra) + 84 (8, 1) K+) = 

=$+ [Е, 1), O<&<1, (23b) 

и использовать формулы (6), (7) и (8). 

Если в К. не содержится ни одного интервала, а У, $(0»,) <- оо, 
п>1 

то можно применить другой метод. Прежде всего изменим шкалы 
так, чтобы было 

>) 5+ (@, Па =а O<E<1. (24) 
п>1 

Пусть х— броуновское движение с отражением в 0 и консерватив- 
ной ловушкой в точке |, с локальными временами +. Пусть Г*— 
обратная функция для 

К0= У | tA ttn, 9 т (а) + + Ца, БПК), 
a<rn Qn ( 5) 

а=х (0), b=a\V x(t), ши= пм (Е х( =}; 

тогда х’=х(Г!) — некоторое (нестандартное) описание нужного 
движения. В частном случае, когда 

т (4) =2 45; (26a) 

Ss (K+) = 0; (26b) 

f(t) = a mes {s: x(s) €Qn, s<t A m,,}, (26c) 
x(U)<rn 

замена времени сдвигает жирные участки кривой на рис. 2 вниз 
по оси времени настолько, чтобы получилась непрерывная траекто- 
рия (частный случай этого см. в $ 2.11). 

Задача |. Дать столь же полное обоснование замены времени 
[—>[1, как в $ 5.2 и 5.3. 

Задача 2. Рассмотрим х’=х (Г!) в частном случае (26), 
взяв за К. стандартное канторово множество 

[0, 1] \\ (1/3, 2/3) \ (1/9, 2/9) \ (7/9, 8/9) \....
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Задача COCTOHT В TOM, чтобы вычислить шкалу переноса 
И Ро [e-@ min {t: xe(t)=1}], 

[s, [0, = 2 (tr \ §&—ln)?, 0<Е<1; 
nxt 

Ep fe min (t:2°(0=1)7 = [] (ch3- У2а)-?"*.] 
n>1 

A 
ct 

= 
$ 

>       9, 

Рис. 2. 

  \ 

5.11. Точки переноса с убиванием 

Рассмотрим, как в 6 5.10, неперекрывающиеся подинтервалы 

„= [, т) < 9 = [0, 1], причем на каждом из них заданы шкала 

$=5„, убивающая мера А =А„ и мера скорости т==т». Пусть 
$+—такая шкала переноса, что 

0—< 5+ [а, 6) = 5+ (6)—5+ (а), аЖ<6; (1a) 

b : 

ss Un» 6)={ p(yts(dt) | p(n)m(dn)s r<b<rni (Ib) 
ln In—0 

p* (dt) =p(E)R(dE), In<&<tn, pt (n)=P (ln) k(n), P(™m—O= 15 
5+ [0, И < о; (1c) 

пусть А. —мера, убивающая при переносе, такая, что 

ее скачки по величине не превосходят 1; (2а) 

b E 

hata» 6)=\ p(eyts(at) | p(n)e(dn), n<b<rni (2b) 
In т—0 

R, [0, |< со. (2c) 

16*
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Рассмотрим класс О функций иЕ В (9), удовлетворяющих условиям 

u(a+0)=u(a), аЕ\ (4, т); (За) 
и(а--0)=и(а), аЕК. ПО, 1), (ЗЬ) 

и пусть О (@®°)— класс таких функций uE€D, uTo для какого-то 
и’ Е) 

\ u*m (dE) = и* (6) —и* (а) — \ ие (4), In<ta<ib<r,; (4a) 
[а, 5) [а, 5) 

u* (ln) m (Lp) = ut (In) —U (Ln) R (Ln); (4b) 

из, (= \ u(dt)— \ ив. (48), a<b; (ба) 
[а, 5) ПК+ (a, b)(\K+ (a, b)()K+ 

и (1—0) =[1— + (1) & (1); (Sb) 
u°(1)=0. (6) 

Определим @° Kak дифференциальный оператор и—> и". 
Предположим, что дана такая сингулярная неконсервативная 

диффузия на отрезке @ = [0, 1], что 

Ес (пи / м) < - оо; (7a) 
Py {tty /\ ть = + co} = 1. (7b) 

Производящий оператор @ этой диффузии можно представить 
в виде 6’, если рассмотреть вероятности первого достижения 
и среднее время выхода 

  

  

Раь (Е) = Рё {и < т}, а<ё< 6; (8a) 

рь (Е) = РЕ {щь< + со}, <5; (8b) 
е (5) = В; (ии /\ 1) (8c) 

ПОЛОЖИТЬ 

s (d&) = const - [Ppa (dE) Pav (§) — Pad (4§) Poa (§)]; (9a) 
<< г; 

pep (dE) Pq (48) 
в (45) = Dab é) Pa (§) ’ <<; (9b) 

Pap (tn) —_ Pia (tn) , 

® (1) = Раь (1) — Рьа (№) ' 

т (45) = — [ey (dE) —e1 (€) R (4E)], <<; (9c) 
m (In) = — [et (ln) — es (№) Е ([.)]; 

hs (dt) =A, 0<E <1; (10a) 
S+(d§) = — [е! (4) — еи (Е) ®+ (4Ё)], 0<Е<! (10Ъ) 

(см. 6 4.8 и 4.9).
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Так же как в § 5.10, наша цель заключается в том, чтобы 
доказать, что каждый дифференциальный оператор ©° является 
производящим оператором некоторой диффузии, удовлетворяю- 
щей условиям Бо(пи /\ мо) < оо и Р: {пил / Шо = + ©} =1; 
этим будет завершено выполнение программы, предложенной в$ 5.1. 

Для доказательства рассмотрим измененный дифференциальный 
оператор @, получающийся из @°, если опустить обе убивающих 
меры. В соответствии с результатами $ 5.10 введем траектории 
Ш: [—>х (Г, в-алгебры В, вероятности Р. (В) и локальные времена 

t(t, 6)= еее ЕО , t>0, (11) 

<< и, n>l, 

относящиеся к стандартному описанию соответствующего (консерва- 
тивного) движения. 

Затем распространим Р.(В} на ВХВ[0, - со] в соответствии 
с правилом 

Р. {м» > ЕВ} =е (1), ¢> 0; (12а) 

-х {| 59 
е (6) =е “<” Ипа, тп) () [l—ks (dé), (125) 

(а, ]ПК+ 

a=x(0), b=x(t). 

Здесь, каки в 6 4.8, | [1—^, (4&)] является символическим 
b (2, 010 Ks . 

обозначением для е^2+((, 511+) (1 —х!) (1—х>)..., где ]+ — непре- 
рывная часть функции №., а числа О<»х‚:<1— скачки КР. (4Ё) 
(а<&<5). Введем новые траектории 

. x(t), Е—< шо; 

* = со, 12 Шо, 

и докажем, что 9’ =[х°’, Р.] является (нестандартным) onuca- 
нием искомого движения. 

Нетрудно проверить, используя метод $ 5.6 и очевидное пра- 
вило умножения 

e(t)=e(s)e(t—s, ws), t>s>0, (14) 

что О° обладает простым марковским свойством. Кроме того, 
используя формулу (14) и проделывая такие же выкладки, как 
в (5.2.14), получаем, что операторы Грина 

(13) 

Gof = E, | ера ] =E, Cf ear, {tttco >> t | B} f (x) dt | = 
0 0 

-+00 

=Е. | \ ее (#) (ху | (15) 
п
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переводят В(0) в О, а это показывает, что О’ — диффузия. 
Остается вычислить инварианты этой диффузии: s*, k*, т’, s;, Rj. 

Но из $ 5.6 и соотношений (12) видно, что на @» имеем $° = $ 
k°’=k wu т’=т; поэтому внутри Qn, также $=5 и А; =Р.. 
Положим пи = пит {#: х’ (Е) =1}. Так как 

р: (а) = Ра {пи < - со} = Ра {пи < Moo} = Ea (€ (11) = 

-> { Ч. 99 
— Ее ‘< Ит\а, т)  ” 

| \ oe 

П П—^, (46)] = 
(а, 1]ПК+ 

п ПИ —^. (45)] = 
(а, 1]ПК+ 

[ \ Ш, me) 
п x 

_ II E. еп» Тв) 

a<ty 

= [ Ра {Minva <= +- со} Ет\а е („\, Tr) 

a<tn 

x othe feo = UT pi, (ln Via) 1 [2s (06) = 
(а, ППК+ 

= Пет. 9 П— 2+ (46) = П.П (40, (6) 
a<r, (а, 11 К+ 

TO 

hj (da) = iC — hy (da), 0<а<1. (17) 

Что же касается $:, то 

е: (а) —= Ра (mt, Л Moo ) —= Ра (1, Л Шо) = 

= Eq [Ea {ttteo, Moo < iy | B}] + Ea [tyPa {too > my | B}] = 
т т 

= | — —tde-+ me (ты) | = Eq [ [eat] = 

т/д 

= У Ea | \ edt | + Во | \ e (itt) ditt, | = 
a<r, Ил \/а [а, 1) П (+S Ui) 

1) Pa {m) vas toyHl. 

| 7 f ны. ee) 
InVa,r,) п Е туа [6 "ПУ т —Рила (ть, < ть} = р; (1 V 4). 

2) е— +, 5) —р. {т <-Н оо} на каждом интервале несингулярности; см. 
формулу (4.8.14) и сноску 2 на стр. 176.
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Mm, 

— У Ес | © (ttinva) Einva ( \ edt) | + 

a<r, 0 

+E[ |e (ms)s, (db) |) = 
[а, ПГ К+ 

= >} Рабинус < 00} Еыуе (1 )++ | Бы е(иь)] + (46) = 
a<ry [a, K+ 

na 

= 2) Pinva(a) | pi (nV a)s-(46)+ | pi (a) s+ (d0)*)= 
a<Tn In\Va [a, 1) Ky 

т 1 

= 2 \ Pi (a) 84 (db) + \ р (a) ss (db) = \ pi (a) + (46); (18) 
a<r, InV [a, 1)(\ K+ a 

отсюда 

s; (da) = — [e; (da) — k, (da) e; (a)] =s, (da), 90<%<а<1, (19) 

что и требовалось доказать. 

5.12. Процессы с созданием массы 

Здесь мы опишем некоторую модель создания массы, которую 
применим к рассмотрению нелинейного параболического уравнения 
(другой подход к созданию массы см. у Дж. Ханта [2 (3)]). 

Пусть дан интеграл # (Ё = \ + (1, Е) Е (4Е) от стандартных броу- 

новских локальных времен по неотрицательной мере А (4) на 
ЮЦЕ (Вт) > 0). Рассмотрим ливень частиц, изображен ый на рис. 1, 
где W, on для любого # =1, 3,..., 2"—1 и любого n>l есть 

стандартная броуновская траектория, начинающаяся в указанной 
точке разветвления; 1, „”< -- оо подчинено условному распре- 

делению 

Р. {itt, от > Ш, оп} =e (¢> 0); 

И при условии, что фиксирована точка разветвления, Wy gr И TH, jn 

не зависят от траектории до разветвления, а также от всех под- 
ливней, ответвившихся до момента разветвления. 

1) dm,=s, (db) wa [a, 1) Ky3 cM. (5. 10.12) и (5.10.14). 
2) р" (а) = Ро {шё < +09} и см. (4.8.18).
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Пусть е =0 или 1 (п> 1); тогда траектория 

to: > Х(Ё— - w - _ ( 0,e, eee Cn_ot2 n+l, 0, €, 020 ep te п), 

(1) 
ty C4 eee e,_ot2-" th < t < fo е. ооо е_4-+2`"’ 

где 

t man 

LO (n=0), 

является траекторией стандартного броуновского движения, а мо- 
менты разветвления 1,.,...., 4: п>1| являются моментами 

9 eee Nh— 

— уз Пе... 1427" (n> 1); 
(2) —n 0,€,---e,_yt2 

  

    
Рис. 1. 

скачков пуассоновского процесса р, подчиненного условному рас- 
пределению 

В: 

Р. {р =} =, 1>0, =, п). (3) 
Доказательства этих фактов предоставляем читателю (см. задачу 
5.6.4). 

Кроме того, можно утверждать, что ливень частиц обладает 
строго марковским свойством в следующем смысле. Если м— мар- 
ковский момент (т. е. если характеристическая функция множе- 
ства {1<<#} является функцией от части ливня, относящейся 
к моментам времени $<|), и если до момента т были созданы 
п<-- о частиц, то ливень частиц, который будет после этого 
момента, совпадает по распределению с суперпозицией п незави- 
симых ливней, берущих начало в тех точках, в которых эти п 
частиц были в момент f= m. 
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Приведем более богатую возможностями модель, позволяющую 
сочетать создание и уничтожение массы. Пусть даны такие меры 
О<Ё, (41) (0<п-=21), что мера = >) ‚ № конечна на всех ком- 

0<п=Е 

пактах. Выберем стандартную броуновскую траекторию и, момент 
разветвления ии и целое число п., подчиняющиеся условному рас- 
пределению 

Pi {medt, ny=n|w=w,} =e-"4 в, (41), #>0, (4) 

О<п=2- 1. 

Если п.=0, прекратим процесс; в противном случае выберем п, 
независимых стандартных броуновских траекторий ш., начинаю- 
щихся в точке д =х(и., и); каждой из этих траекторий поставим 
в соответствие независимые моменты разветвления mM, и целые 
числа п›, для которых распределение Р. {СЁ п=п|ш=и.} 
задается формулой (4), и т. д. 

В дальнейшем слова простое создание будут относиться к пер- 
вой модели, создание и уничтожение—ко второй. 

Задача 1. Вычислить производящий оператор для процесса 
создания и уничтожения в частном случае, когда Ат (4) = 2ст АЕ 
(0< тэ 1). Рассмотреть процесс создания и уничтожения как мар- 
ковское движение на пространстве (), состоящем из точек 

= (И, 1, ..., la) ЗЬ<... «Ц, п= (п, по, ..., Па), 

1<п., по, ..., Па. 

Здесь / означает положения, занимаемые частицами, а п— число 
частиц в этих точках. 

[Пусть дана такая функция и: 9-> Ю\, что и(Г’) Е С? (Е°) как 
функция от (А, (5, ..., а) при всех 4 и п. Тогда 

(би) ([") = 1 Аи (+ У qn fut %)— wry, 
i<d 

O0<m#1 

где ДЛ есть 4-мерный оператор Лапласа, a e,=(1, 0, ..., 0), 
е› = (0, 1,..., 0) ит. д.] 

5.13. Параболическое уравнение 

Рассмотрим модель, изображенную на рис. 5.12.1 (простое 

создание) с k(dl)=2|1|" dl (y>0). 
Пусть (Ь а, 6)6(0, {+ оо) х В?. Если + (Е, 46) —число частиц,
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принадлежащих 46 в момент f, TO 

Еа [++ (Ё, 46) =» > Ра {ео 42" < 

Sb, Open eee ¥ (E—to eo. en te”? Mo,e... га") € db} = 

= E,{e!, x(t)€db} =e(t, a, b)db. (1) 
Функция е(Ё, а, 6) является фундаментальным решением уравнения 

д 57 = @*и, @' = 4/1", 

в следующем смысле. Если O<fEC(R1) u ecau 3anaua 
Ou oe 
-; =© и, (2а) 

u(+0, -)=f (2b) 

имеет неотрицательное решение и при < &, то и= \ ef (<). 

Доказательству этого посвящена вся оставшаяся часть параграфа. 
Пусть дано п>21; спектральное разложение $ 4.11 можно при- 

менить к ядру е-—"".е" (Ё а, 6): 
t 

\ 1х (3) [Уаз 

e” (t, a, b) db = Eq {e° , Men A ttunr>t, x(t)€db}; (3) 
t>0, |a|,,Jo|<a. 

Это разложение позволяет установить, что!) 
деп 
+z = Ge"; (4a) 

lim e"(¢, a, = lim e" (1, а, 6)=0, Е>0, |6|<л; (4b) 
al—n 

lim e” mt а, 6) 46=1, 9>0; (4с) 

О р-ка 

lim \ e"(t,a,b)db=0, 8>0. (4d) 
10 ding 

Короче говоря, е" —это фундаментальное решение задачи 

5 = ви, [6|<л; (5a) 

u(t, tn)=0, t>0. (5b) 

1) G° применяется по а или по 6.
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Теперь рассмотрим решение о<-- со задачи (2) при [< Ы; 
если |а|<лп, то 

д n Тит me \ e” (t—s, a, b) v(s, b) db = —>-eRv [tn > 0. (6) 
jol<n 

Так как е"1е(п1-- со), то отсюда следует, что 

v> \ e"fdbtu= ( ef db, (7) 
jbl<n 

nt+ оо, [< И. 

Функцию и можно представить в виде 
t 

[x(s)I¥ ds 
Е fen =_ 

+00 t ет ае - 
= \ g(t,a,6)fdb+Eu| Vet |x(t—s)|" ds f (m) | = 

— со 0 

оо 1 + оо 

= <, а, 5) 16) 46+ | 48 | вез, а, 6) [6 и (6) 46. (8) 
— со 0 — со 

Как легко проверить прямым дифференцированием, эта функция 
является решением задачи (2) до тех пор, пока не обращается 
в +. Сопоставляя это с соотношением (7), получаем, что 
и— наименьшее решение задачи (2). 

При у>2 имеем е(ЁБа, 6) =- оо (1>>0). Действительно, 
броуновские движения с закрепленным концом 

[x(s): s<t, Pop (B) = Pa {B| x (t) =5}], (9a) 

| a+x(s)+(b—a) >: s<t, Poo | (9b) 
имеют одинаковые распределения. Поэтому 

+> 
е (21, а, 5) = \ ева, Эеь Е, &= 

+ оо “* t 

= | By {exp (| |a+x()+(@—a) +" ds) |x) =0} x 
0 —oo 

  

ха( а, е(ь Е, 6) > 
t 

> const- Ey ry exp ( Ja+x(s)+(6—a) > 
— со 0 

— const -£#) dé | x (f) =o} =, (10) 

"ds— 
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так как интеграл под знаком математического ожидания расхо- 
дится. Отсюда вытекает, в частности, что И не может быть 
положительно, за исключением случая {=и == 0. 

+00 

С другой стороны, npu y<2 umeem \ e(t, a, b)db< 
— со 

< со (1>0), поскольку 
t t 

  

о { lx(s)I¥ ds { la-+z(s)l¥ ds 

\ е (а, 6) 46 = Ес [2° | | < 

t(la-+-max x(s))¥ Tee —b22t 
<2E, le et | =4 \ т ва -5)7 46 < со. (11) 

п 

Если же у=2, то 

е(Ё а, 5) <-+ о или = + оо в зависимости от того, &<л/У2 
или нет; (12a) 

\ е (1, а, 5) 46 <- © или = + с в зависимости от того, 

—oo 

t<n/2 V2 или нет (12b) 

(см. ниже задачу 1). Поэтому остается доказать, что если 
у<2 и и— решение задачи (2) при <, то э=и@(Ц< И). 
Метод, который здесь используется, восходит к А. Тихонову [1]. 

Пусть дано такое решение 9; тогда и = о— и является неотри- 
цательным решением задачи 

? = 6'w; (13a) 

w (+0, +) =0. (13b) 
При этом 

z(t, a= | w(s, a) +2 db |c |" w(s, c) de | ds -+- 
0 0 0 

+f | w (s, a 42{ ab) lolol с) | 4 (14) 
0 0 0 

является четной функцией от а и обладает следующими свой- 
ствами: 

t 

S>wi(t, —a)+w(t, a)=| [6'w(t, —a)+6'w(t, a) ds= 
0 

Zoo > O, В; (15а) 

b
o
f
 
—
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2> 0; (155) 
2(-0, -) = 0. (15c) 

Применяя формулу (6) к w, получаем 

  

t 

w(t,a)=| (—yew|" ) ds, laj<n, t<t. (16) 
0 

Так как имеет место оценка 

F et, a, +n) <etn? 4 g(t, a, +n) < 
<const-et™¥e—-n7/3t,) |aj/<n, (17) 

которую читатель легко проверит, используя формулу (3), то отсюда 
следует, что 

t 

w (t, a) << const -et%e—n%/3t \ [№ ($, — п) а ($, + п)] 48 < 
0 

< соп${-ет"е-п3/3 (1, п). (18) 

Далее, так как 

g(t—s, a, b)z(s, 6) 46 = 
—_п 

_9_ 
Os 

nr 

"at | (-522+2) &4>0, (19) 
—_п 

  
= (-ч 2+5 =>) 

TO 

оо 

z(t, a)> \ g(t—s, a, b)z(s, b) db. (20) 
=—- 00 

Поскольку 0<2 [см. (15)], имеем 

:(44,0)> [# (44,0. в)= (44.5) 6> 
> const -e—12n*/tiz (4, п) . (21) 

Возвращаясь с этой оценкой к формуле (18), получаем, что при 
laj<nu t<#,/3 

и (Е, а) < const -etn%e—n2/3te! 2n2/ty | (22)
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Это выражение стремится к 0 при п \-- со, если только Ё- 12/1 < 
< ИЗЕ. Иначе говоря, и =:0 при малых #. Переходя к все боль- 
шим значениям #, доказываем, что ш =0 (< В). 

Задача | (по Г. Троттеру; см. также Р. С. Камерон 

и У. Т. Мартин [1]). Доказать, что если у=2, 0=У2.Ь то 

  

o—cte @[аз— 2аь зес 0--52]/У 2 <. 

е (Е, а, 6) = Vx vasing | и д + oo, t> Va ’ 

И 

д 
  

У sec 0 e—a? tg 6/ v2 , t< 

w
e
 

оо 7= 
2/2 

\ е (1, а, 6) ав = . у 
—со + со, > . 

[Функция е (Г, а, 5) =е-“ 89... удовлетворяет уравнению (2); 
поэтому она должна быть его фундаментальным решением. Дру- 
гой метод состоит в том, чтобы выразить фундаментальное решение 

t 

—a. | x(s)2ds 

ey, (f, a, b) db-=E,{e 0 | x(s) cabs, a>0, 

через собственные значения у„= — Иа (п-+1.) и собственные 
функции и =е- "25/2 Н„ (У2а6) оператора ®° = 02/2 — аб: 

4 4 

а (Ё, а, 6) == У e-V 2a (n+1/2)tp— V 2a. ((a2-+b2)/2) Hn (y 20, a) Hn (y/ 2a b) — 

Vx 21/7/20 

o—( V2a/2) cth V 20 t[a2—2ab sech V 2a 1+5] 

V 2nsh V20 t/ 1/20 

(см. А. Эрдейи [1 (2): 194 (22)]) и затем продолжить это решение 
в комплексной плоскости по обе стороны от полупрямой & > 0 
До точки @& = —1.] 

п>0 

  
  

5.14. Взрывы 

Рассмотрим модель, изображенную на рис. 5.12.1 (простое 
создание). Обозначим через е момент взрыва зир{#: 4+ (Ь, К") < 
<- со}. Покажем, что вероятность Р. {е = + ©} лостоянна: 

Р. {= + оо} = 0 или Р. {= {+ оо} = 1. 
Пусть а<6; обозначим через ш некоторую (стандартную броу- 

новскую) ветвь всего ливня частиц, начинающегося в точке а,
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а через ш— момент первого достижения ею точки 6. Тогда под- 
ливень, происходящий от ши, является копией (с теми же рас- 
пределениями) целого ливня частиц, начинающегося в точке 6. 
Отсюда вытекает, что Ра {е = -- со} < Рь {е = - со}. Закон 0—1, 
состоящий в том, что Р. {е = - <} =0 или 1, сразу же вытекает 
из соотношения 

Pi {e= +{ со} =Е. [Рь {= + оэ}*], hy,=x(my,, Wy). (1) 

Вычислим Р. {е= + со} для некоторых частных случаев. 
Если при каком-то п> | 

+ -п = т -т> Е 
рее... .е„_-+2 x 0, €€9-. ет_4-2 

  

т<п 

для всех (е1, е»,..., €n-4), TO 4E(F, 1) <2"\1, и поэтому 

Р. {4 (ЕЁ, В) > 2"—1} < У Р. {ty ев... septa SFB — 
ее»... ев _4=0, 1 

=2"1P = 2"Е, [е-1У 1 
men 

1 

=2™ 1£, Fea iy ste" ds | = 
0 

( 1 
_ti t (2t)” п—1р- (9+1 1 =5 Е. | e m—Di sr—le ds | ) < 

, 
1 ft, (2n/e)” 51-1 —__ 

<A. (2) (n--1)! (s+1)” ds = 
  

2n/e)” ed / Е. Ew (ely. Е || «Е. ее (2) 

(здесь #=(1--0)). Учитывая марковское свойство ливня частиц, 

выводим из этой оценки, что если Е. [е 1] < + ® при 
каком-то Ё, то 

| =P. {4b (t, RY) <+ 0} =P, {4+ (Е, В) +} = 
=Р. {4+ (36, А <+о}=..., 

а это означает, что Р. {= + co} = 1. 

—(1- 
1) Здесь используется неравенство f"e CTE < [n/e (1+s)]”.
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Теперь рассмотрим случай 
t 

e(t) -=2 \ ЕО = \ | x(s) |" ds. 
в 0 

Докажем, что 

Р. {= + <} =1 или 0 в зависимости от того, у<2 или у>2. 

(3) 
При у<2 имеем 

4 x -f-00 —_h2 

Ба [eh] — F, le Ore on | <2V2 \ eflt-+ilal-+byey 2 db< 
5 Ил: 

<to, t<i/V2, (4) 
откуда вытекает Р. {е= {+ <} =1. 

Чтобы доказать, что Р. {< - со} =1 при у>2, рассмотрим 
огибающую е-+ (ГР) —наименьшее из тех [, для которых вплоть 
до момента $ ливень частиц находится левее [. Выберем такое В 
из (1/., 1], что (1—В)у >28 >1, и выберем a@ между Ти 38. 
Положим по определению 

( 0 (п=0); 

Заметим, что событие 

В+ = {е.(2 »Х т-“)> 1 (п>1} 
2<т<п 

и вытекающее из него событие {е,(2 »! п-®) = + со} могут про- 
52 ns 

изойти только если +4(2 >) n-*, R'1)= +00, T. €. TOMBKO ecu 
n22 

e<2 >) n-*#<+ 0), 
n2Z2 

Наша задача теперь состоит в том, чтобы найти такое собы- 
тие В_с< В., для которого мы сможем доказать, что Р\ (В-) > 0, 
и из этого, пользуясь законом 0—1 для Р. { <- со}, вывести, что 
Р. {< о }=1 

1) е<--со тогда и только тогда, когда ливень частиц неограничен при 
{ =е; это можно представить себе следующим образом: «фронт грозы» дви- 
жется к +00, и дождь частиц становится все сильнее и сильнее по мере этого 
продвижения.
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Для этой цели рассмотрим отдельную броуновскую траекто- 

рию ш„, начинающуюся в точке [,„-.= У т-В(п>2). Пусть 
1<т<п 

от нее ответвляются новые броуновские траектории в моменты 
скачков пуассоновского процесса р с (условным) распределением 

. —wt) E(t)! . Pina {p()=j|By=e WF, j>0. 
Пусть »— число таких траекторий, ответвившихся до момента 
n-* \m(ln-2, Wn) 1). 

Заметим, что вероятность того, что ни одна из ответвившихся 
траекторий не достигнет № до момента 2и-°® меньше, чем 

  

          

И ПИ ИИ. 
we 52274 
Ё—^ —, 

Ws =23 < 

We s2.4°4 

x 
ls) 

#1 K 
Рис. 1. 

Ен [Ро {м (п— 17+ п-В) > п-<)"]. Пусть В- — событие, состоя- 
щее в том, что одна из ]» траекторий, ответвляющихся от ш› 

—@ 
до момента 2-%/A m(lo, we), достигнет J, до момента 2.2 
и какая-то из /3 траекторий, которые ответвляются от ши: = 

= (и) ти», в*) до момента 3” Л (Ё, вз), достигнет [3 до момента 

2.37“ (здесь и* — траектория, которая достигнет [5 первой); а если 
изъ — та из них, которая достигнет /3; первой, то одна из ]4 траек- 

© — 9 
торий, ответвляющихся от и, = (из) (1ь, ws) ДО момента 4°" \ 

Am(l., w,), достигнет 1 до момента 2.4“ и т. д., как показано 
на рис. |, изображающем часть первоначального ливня частиц, 
начинающегося в точке /,=— 1. 

Далее, В. > В-, и вероятность 

Ps (Bs) > Py (B-) > (1 — Ex, [Po {mm (1-8 + 2-#) > 2-2}"")) x 
х (1— Ев [Po {m (2-8 -+ 3-8) > 3-%}}) x... (5) 

1) м (1 =м ([, &) — момент первого достижения I, T. e. min{t: x (t)=Jj. 

17—1209
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положительна, если , 

Ey, [Po {mt (1-8 + 2-8) > 2-2}74] + | 
+ Е, [Ро {1 (2-8 - 3—8) >> 3} ] +... о. (6) 

Но поскольку © < 2В, имеем 

Ро {т ((п— 1)-В- 1-8) > п} = 

+ > г—1/21 i 
dt< 5 (7)   

~ ont3 
n—%(n—1)—Bin—By-? у " 

при п{-- со; а так как (1—В) у > 2В >>а, то 

>) Fina (2771 = 
n>3 

— >» Ey | У 9-тр—п-@лт( 2) LE (пм nea)" _ 
— И 

_ 

п>3 m>0 
m 

= >) Ein, [eho PAM 2] < 
п>3 

<УЕ [ene AMEN) — 2/24, — 
п-—1 

п>3 у 

—n-%1Y _ 0/2 —1( 1-3) 2/2 <Уе п п—9/ +> Ei,_-, le (ln aly 27°] < 

n2>3 n>3 , 

< У =" nat tS ег" 0-В 
п>3 п>3 

—п-@( У #8)? ~(n—1)-8( Х +8) 
— Ме i<n—2 +», е i<n—2 

п>3 п>3 
—B)y— _»(t— — 

<)>} е—т(1 B)y 2/2 -- У е n(1—B)¥/2 В оо. (8) 

п>1 n>1 

V3 stToro, B coveTaHHuH c dopmywoh (6), nomyuaem P, (B_)>0, 
и доказательство закончено. 

  

< 

5.15. Нелинейное параболическое уравнение 

Пусть дано неотрицательное число у, и пусть и=и(Ь 1) — 

решение задачи 

Ou Lom (1 и)", #>0, (ЕВЕ (1a) 
Ot 2012 ’ ’ ’ 

0<u<l; (1b) 

u(+0, -)=0. (1c)
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При у<2 единственным решением является и = 0, а при у>2 
есть еще одно решение и=Р.{—< В, где е— момент взрыва 

в модели, рассмотренной в $5.14 с |x|’ ds. Это второе 

e
v
"
 

решение удовлетворяет условиям 

0<и<1 (¢t>0); (2а) 
ut (ЕА- оо). (2b) 

Ниже мы дадим набросок доказательства этих утверждений. Ана- 
логичную задачу рассматривали А. Колмогоров, И. Петровский 
и Н. Пискунов [1]. 

Приведем простое доказательство (принадлежащее Н. Левин- 
сону) того, что и=0 при у<2. Положим по определению 
и = ие-21 (1+1), тогда 

бен [4Но] + [-— 21+ 8# + (1—и) "2 (1+1). (9) 

Так как последняя скобка не больше 0 при Ё<!/., то 

dle t tat db vdl< 

—п —n—1 n a 

t n+i1 —n 

< | ds( \ — \ ) [5:52 (s, )-+4sl0 (s, 1) ] 4 < 
0 п —n—1 

< \ 45$-2е-?"* < n-7 10 (nt+o0). (4) 

>
 

+
 

Но это означает, что и =0 (#<1);); переходя к все большим Ь 
доказываем, что это верно при всех значениях &. 

Пусть теперь у>2. Положим и=Р. {< В, и= (1— и)? |1. 
Имеем 

1—и=Р {>48 = 

=P, {i;, > t} +E,[ \ P, {1m/, € ds| 1/,} Pxsy {€ > t—s}? ] = 
°, 

= EF fe FO +E. | \e |. —f(s) [l—u (t—s, x (s))Pde | — 

17*
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t 

=E fet) 4 \ 43 Е. [е u (t—s, x (s))] = 
0 

t 

—=е!®`| -- \ 45е'®` и (1—5, -), (5) 
0 

где @° = 02/2 —|[|У. Отсюда заключаем, что и является решением 
уравнения (а): 

t 
a о . д — 2 = G'S] + \ ds es  y (t—s, +) = 

. д = 6’ eG 1— | ds es© == 9 (1—5, .) = 

0 

=6° (1-м) — (455 [269 (1—5, .)1= ®° (1—и) Ро. (6) 
0 

Так как и=Р {<В<Р. (и, < Ц}, то и(-0, -) =0, и из 
этой же оценки вытекает, что и<1 (#20). Далее, и >0 (1>0). 
Действительно, если и(Ё, [)=0 в какой-нибудь точке (В ДЕ 
€(0, + со) х А+, то из уравнения (6) следует, что и==0 вплоть 
до момента Ё, а отсюда выводится, что и =0. Но это противоре- 
чит доказанному в $ 5.14 соотношению Ит и=Р. {< + о®} = |. 

t t +-00 

Таким образом, утверждения (1) и (2) доказаны. 

Задача 1. Рассмотрим момент взрыва е для второй модели 
$5.12 (создание и уничтожение) с А» (41) = 2с, ар О< с» (0<п=2 1), 

У с, =1. Пусть с (0) = » с„б0”. Проверить, что и=Р {< | 
п=Е1 п=Е1 

является решением задачи 

Sb Yt 1 —u—c(1—u)}; 

u(+0, -)=0, 0<cu<l. 

Задача 2. Доказать, что если {— момент вымирания, то 
функция и=Р. {< 8} является решением задачи 

ме 
u(+0,-)=0, О<и<1. 

Задача 3. Вывести из результата задачи 2 или доказать 
непосредственно, что вероятность и=Р. {<- со} того, что
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в конце концов все частицы исчезнут, является решением урав- 

нения 

5" + [c (u)—u] =0. 

Задача 4. Доказать, uro ecmun O<Cy >) Cn, TO любое 
n>2 

решение уравнения задачи 3—3TO константа и=0, где 
0<9< | — корень уравнения с(0)=0 (0=1 является корнем 

этого уравнения; второй корень появляется, если >} пс, > 1). 
n>2 

[Если >) ntn<l, To с(0)=со+ >, сд" < 1 и Сс’ (0) = 
n>2 n> 

= >} nc,0"1<1(8< 1); nostTomy 9=1—egnHcTBeHHBI KOpeHb ypaB- 
n>2 

нения с (9) =6, а из неравенства м”/2 =и— с (и) <0 вытекает, что 

и (<!) —константа (=1). Если же > пс, > 1, 10 с’ (0) >1 
n> , 

вблизи 9 =1, а с(1) =1, так что уравнение 9 =‹с (9) имеет второй 
корень 0—1. Но и в этом случае и— константа (==1 или 0). 
Действительно, если в какой-то точке [ЕЮ будет 1>и(1>0 
ии (1 >0, то и" (1 >0. Поэтому 

9<и(Е), О<и (2), O<u"(—) E>), 
что противоречит тому, что и<!|. Такое же противоречие полу- 
чается, если и’ (1) <0. Также невозможно и и < 6.]
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ЛОКАЛЬНЫЕ ВРЕМЕНА И ВРЕМЕНА, 

ОБРАТНЫЕ К НИМ 

6.1. Локальные времена и времена, обратные к ним 

Займемся исследованием тонкой структуры локального времени 
1 (Г) =Е(, 0) и его обратной функции #1 (Г) для возвратной несин- 
гулярной диффузии 0т) на интервале (@), содержащем 0 в качестве 
внутренней точки или левого конца; причем во втором случае в 0 

t7th 

  4 C= tty 

Ы— > 
t/t 

Рис. 1. 

выполняется граничное условие —ut(0)+ 
-- т (0) (6и) (0) =0. Некоторые из приводимых 
ниже утверждений верны также и для невоз- 
вратной диффузии (в особенности см. § 6.3, 6.5, 
6.6); внести необходимые изменения в доказа- 
тельства предоставляется читателю. 

Оказывается, что, так же как и в случае 
стандартного броуновского движения, #{!" явля- 
ется процессом с независимыми приращениями, 
однородным по времени (см. $ 6.2); и частично 
сохраняется связь между этим процессом и 
смежными интервалами множества 8={: 
х (1) =0} (см. 5 6.3). Так же как и раньше, 
{ можно интерпретировать как меру Хаусдорфа 
(см. $ 6.55), а выражение для # через число 

пересечений сверху вниз, введенное в $ 2.4, остается без изме- 
нений (см. $ 6.5а). В $6.6 и 6.7 {* используется для вычисле- 
ния размерности Хаусдорфа— Безиковича множества 3. 

Выбросим из пространства траекторий множество меры нуль, 
так, чтобы следующие условия выполнялись всюду: 

ЕЕС[О, - оо); (1) 

по = ша {В х()=0} < + о; (2) 

Е(-Е оо) = ши КВ = + 00; (3) Е оо 

(5) > КВ), (В, Ь) 8 == DS; (4) 

(6) =КЫ)-ЕКЬ-ЁЬ, Wy), te >t, >0. (5) 

1) Относительно возвратной диффузии см. задачу 4.6.6.
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Определим время, обратное к локальному, как 

t-1 (¢) = max {s: t(s) =t}, ¢>0. (6) 

Заметим, что имеют место следующие простые факты, которые 
мы в дальнейшем будем использовать: 

riet, (7a) 
ЕАО) = (8; (7b) 

t-1 (0) = mp; (7c) 

(+) = lim £*(4) = +005 (74) 
область значений функции Е" совпадает с множеством точек 

[6Е3, не изолированных справа. (Те) 

{1 можно расщепить на 4 части: 

f(t) = mp -+tm (0) +t () +t? (), (8) 
20e 

t-* (¢) = mes {s: х ($) < 0, 1p <s<t}(t)} (9a) 

и 

t;*(¢) =mes {s: x(s) >0, mp<s<t"(f)} (9b) 

— процессы с независимыми приращениями, независимые друг 
от друга и от ик. 

Пусть дано #>>0; из равенства (5) ясно, что 

#1 (1) = тах {51: #(51) =В = 

= тах {54: 51 = по 52, # (то) #(52, шт, ) =й} = 

— по -- тах {52: # ($2, или) =} = тю НЕТ (Ь щ,). (10) 

Поэтому мо не зависит от 

ty (t) = mes {s: x (s, wh) 20, $« Е (Ь и}, (11) 

и разложение (8) получается из 

t ()—m—t? ()—-t = 
=mes {s: x (8, W,,)=0, s<t*(t, wh )} = 

=t(t*(¢, wy) m (0) =tm (0). (12) 

Чтобы доказать, что #2 имеют независимые приращения, рас- 
смотрим два момента времени 12 >0. Пусть ш=Ё"(Н); 
используя формулу (5) и соотношение 

t(m) =¢,, (13)
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убеждаемся в том, что 

Е? (5) = max {s,: #($4) =} = 

= тах {5$1: $4 = 1-52, # (1) | # (52, м) =} = 

= м -- тах {52: t (So, Wy) =f, —h}=m+t (ВЫ, wt). (14) 

Воспользуемся формулой (14) и тем, что пи (и*)=0; получим 

Е; (Ь) = тез {5: х ($, %)=0, ш<з< м} + 

+ пе$ {$: х ($, ши) = 0, шоз«ш- Е (ВЫ В, Ш} = 

= #4 (В) + тез {$: х ($, ши) = 0, $1 (ВЫ, и )} = 

= (Н) Е (6 В, в). (15) 

Но м—марковский момент, так как 

{w: m< $} ={: НЗ} 6В., $20. (16) 

Из соотношения 

В {1 (0: <} “Ви, 1=Е ВЫ Еф (17) 
вытекает, что при 1. > & 

Р. {1 (25) —1 (11) <$|Вш+о} =Р. 41 в) < 3 IBriot = 

= Px (my (F< s}=Po fF (<s} (18) 

(здесь f=?f,—t,). STO noKasbiBaetT, что [*, ty’ u t;*— t= umewrT 
независимые приращения. Чтобы завершить доказательство, доста- 
точно заметить, что, согласно (9), и Е"! являются суммами 
скачков, а значит, они независимы как суммы отрицательных 
({*) HM положительных (Е") скачков процесса с независимыми 
приращениями #1—{*. 

Задача |. Доказать результаты этого параграфа по-другому, 
используя замены времени. 

[Пусть дано стандартное броуновское движение с естествен- 
ной шкалой; рассмотрим для него локальные времена # и пусть 
{1 — время, обратное к локальному времени в 0. Тогда 

—0 

ЕО, Эт), | НЕО, Эт) 

\ КЕ, ) m (db) 
+0
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имеют те же распределения, что времена К" и {;}', обратные 
к локальным, для диффузии О’ с мерой скорости т. Теперь с по- 
мощью задачи 2.8.4 проверьте независимость прирашений и неза- 
висимость #:' друг от друга и от m.] 

6.2. Меры Леви 

Докажем следующие формулы Леви: 
{со 

— \ (1—е-9)п_ (41) 

Eq (e7 t=? () = e-t81 (0/210) = @ +0 (1a) 

п- (41) = lim s(—e, 0}-? P_e {mp € dl}; 

оо 

—t \ (t-e~*)yni(an 
Ey (e~ 2? 0) — 2181 (0)/82(0) — @ +0 , (1b) 

nz (dl) = lim s[0, &)1 Pe {my € dl}; 
=} 

+ 
—t [ m0) at { de yn (ai)! 

Ey (e7%t 2M) = e-/E (0, 0) — +0 (2) 

n (dl) =n_ (dl) +n, (dl), 

где @= 0,6. — функция Грина для диффузии О, а т (0) — скачок 
меры скорости в 0. Часть приведенных выше формул можно 
получить из результатов $ 4.10, но мы предпочитаем вывести их 
заново. Поскольку Е! и #:' независимы, а 

  

  -1 _ 81 (0) _ 20) _ 51 (0) __ 84 (0) 
G(0, Oy" = 21 (0) ge(o) в, (0) + т (0) а 82 (0) ’ (3) 

достаточно доказать только формулу (1b). 
При />0 функция Р.{п< 1} выпукла относительно шкалы 

$ (=) в области => 0 (см. задачу 4.4.2). Поэтому при #10 

s[0, 8) [Pe {tp < J} —1] = —s[0, =) *Р. (и > 1} ] 

{47+ (1) < 0. (4)
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Отсюда следует, что 

83 (0) — lim $ [0, =)-1 [2 (Е) — Be (0)] _ 
  

  

£2 (0) 25 (0) 

оо 

— lims [0, 2) [ e-%! P. {my Cdl} —1 ] — 

> 
- 

= fim s[0, ey" [ Ре {то > 1} 4 (2-1 — 1)] _ 

Че Чо 
=— ( m(a(e#—1)=— | (enya). (8) 

Чтобы обосновать последний переход, заметим, что 
+-со 

0> Ит Ny (Г > \ Ny. (1 4(1 — e-@!) — 

14 оо 4 

_ gt ge 9 ¢ o@ 
go (0) > g2(0) \. 22 (0) 7 (48) > 

_1 82 (&) — g2 (0) 
> $0, =) g2 (0) 

= s[0, 8) 1 [E,(e~*™0) — 1] — ат (0, =] —>0, «|0, (6) 

  

— ат (0, =] = 

2 

0> гл, (г) > ее \ nx (1) e-! dl > —oo. (7) 
0 

Займемся теперь #:'. Замена времени #—>1'1(Ё), связанная 

с интегралом (0=\ + (1, 8) т (42) от локального времени, пере- 

водит О в диффузию О. на [0, + со) с инвариантами 

$+=5, Mm,=m na (0, +00), 

т. (0) =0. (8) 

А так как { при Ё>0 растет слева от точек #1 (Ё), т. е. 1(9) < 
<1{($) при 9 <з= "(В то 

(0 = КЕ) = пит ($: > КЕКВ)} = 
= пи {$: 21 (5) > #1 (0} = пит ($: #(Г1 (5))>8. (9) 

Это доказывает, что #-1({) имеет те же распределения, что функ- 
ция, обратная к локальному времени #+ (1) =+. (1, 0) для диффу- 
зии D,.
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Теперь, выбирая у >0 и используя представление функции 
Грина, примененное в задаче 5.6.1, находим 
+со -Ноо 

е-\ ЧЕ Е, (е-° +9) — Бу [ ( o-vt p~atzh (t) а | = 
, 9 

-Е a ем е—\\+(® |, (dt) | =G_(0, 0). (10) 
0 

Здесь С-— функция Грина для диффузии О- на [0, { со) с инва- 
риантами 

5-=5+, M-=My,, 

k_(0)=y, Е-(0, + о) =0. (11) 

Так как (- == 635.2, где 

и =о8з(В) (&>0);   

  

m (dé) 
g3 (0) = ygs (0); (12) 

23 (0) 52 (0) — &з (0) 51 (0) =1, 
TO 

6-(0, 0) — &з (0) g2 (0) =O = (v-2) (13) 
Обращая преобразование Лапласа, завершаем доказательство фор- 
мулы (1Ь). 

В качестве мер Леви для времен, обратных к локальным, 
могут возникать не все неотрицательные распределения масс п. (4[), 

для которых | ЛТ ам. <- со. Действительно, как мы сейчас 

докажем, необходимо, чтобы 

+0 

tet | ere (dy), 0<fas (dy). (14) 
— oo 

Рассмотрим производящий оператор @©° первоначальной диффу- 
зии, начинающейся на [0, | со) и останавливаемой в точке 0. 
Обозначим uepes G= gig. функцию Грина, а через 

е (у, а) 1 (4у)е(у, 6), у<0, а, 620, (15) 

— элемент спектрального разложения оператора @®*, где е = (е1, е›) — 
решение задачи 

Ge=ye, е(0)=(1, 0), е*(0) = (0, 1), (16)
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а |{— мера на (— со, 0), значениями которой являются матрицы 
порядка 2х2 с элементами |, [12, №, о, такими, что 

  

О<Рь, 15; fro= fess fe = far <fashee (17) 
(см. $ 4.11). В силу того, что 5. (0) =0, имеем 

21 (0) 82 (0) = ат (0) в+ (0) — а! (0) вз (0) =1, (18) 
и поэтому при #>0 

{со 

С, (а, 0, €)= gt (0) ва (в) = 220 = | em Pe {meal}. (19) 
0 

При обращении преобразования Лапласа формула (19) переходит в 
+0 

Ре {пива} = \ вме" (у, 0) [ (уе (у, =) 44, г>0. = (20) 

Вычисляя производную этого выражения при ==0, из определе- 
ния 7. [см. (16)] получаем, что при [>> 0 

0 + +0 
Be = | eter (y, 0) F(dy)et (y, O)= | erfea (dy), 1>0. (21) 

Описание класса неотрицательных распределений масс f (dy) 
на (— со, 0], таких, что 

+0 

п (41) = dl. \ elv f (dy) 

есть мера Леви для времени, обратного к локальному, для 
какой-то диффузии, является открытой проблемой. 

Задача 1. Проверить, что 
— [-1, 0 

Ny [[, ++ со) РР 

п[, + о) < С(Г!, 0, 0) 1. 
0 

[1+ ([, + c)= \ [У evf (dy), roe O<f (dy), sHauuT, PyHKuuA 

п [[, - со) выпукла вниз; поэтому 
{со 

— gt (a, 0) — | —ail ey = [е— п. [[, + со) 41 > 
{со 

> ny Е \ [е-“! ФД, +00) =n, [o, + co). 

0 

Доказательство второй части аналогично. ]
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Задача 2. Проверить, что п. (0, + со) = п (0, - со) = + о. 
{со 

[2 (0, + о) = lim \ [1 —e-*] n(dl) = 
a $ - со 5 

{со 

= lim ( \ e-p(z, 0, 0)dt)4= +00.) 
a + {оо $ 

6.3. + и смежные интервалы множества 3 

Согласно (2.2.4), в случае стандартного броуновского движе- 
ния, если 8 ={t: x(t) =0}, To 

; ‘де 
lim и = х [число интервалов длины не меньше & 
210 2 

в множестве [0, | \ 3] =+ (В, #>0. (1) 

Здесь +— броуновское локальное время в точке 0, а V 2/ne= 
+ со 

= \ dl/\/ 2nl?— ожидаемое число скачков процесса #1 длины 
2 

не меньше = за единичное время. Mepa n(dly=(2n/3)~'” dl 
является мерой Леви для #*. 

Если вместо Y 2/ne é@ (1) nodcmaeumb n[e, +00) для произ- 
вольной диффузии, эта формула остается верной. Действительно, 
пусть 8 обозначает произвольный (открытый) интервал мно- 
жества {1: х(1) < 0}, 3+— интервал множества {#: х(Ё > 0}, а п-, 
ny и п— меры Леви для Е", ty’ ut}. Torna 

Ро lim H {87: 3-c [0, t), | 8-| >} =t(t), t>o} — 1; (2a) 
  

  

2 10 П_ [5, -+ 00) 

. t{Bt: 8+ C0, t), |Btl Se} — РЦ, 1>0} -1 69 
‚#8: 8 [0, 9, 18= [2 =} _ | _ Ро lim ale, оо) =t(t),t>07 =1. (3) 

Докажем соотношение (25). Для этого рассмотрим функцию, 
считающую скачки: 

=Н- (№ =) =число скачков процесса +7 величины не меньше = 
вплоть до момента t. (4) 

Помня, что функция п.[ + оо) непрерывна (#>0) и что 
п. (0, -{ со) = - <, положим 

nz} (s)=min {t: n,[t, 4+00)<s}. (5)
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Процесс [= (&, п? ($)): $20, Рь| имеет независимые приращения 
с пуассоновскими распределениями. Поскольку 

Во ЧН(Е, пу (8) = т [п (8), + оо) = 15, (6) 
этот процесс однороден по $ в качестве временного параметра, 
и из усиленного закона болыпих чисел вытекает, что 

нп №9 — цы #07 0) _ = Poqlin ae, pay — lime hte Op=1. 
Ho 

4k (t (2), &) =4E{B*: Bt [0, И, |3*|2 =}, (8) 
если только #1 (+(Г), 0) =Ё, т. е. если £€8 HE ABAAETCA TOUKOH, 
изолированной сверху (в 3). Так как функции = {3*: 83+=< [0, 1), 
13+|2 =} и + (1) не убывают по Ё и так как множество 8 замкнуто 
и совершенно, а функция + непрерывна и постоянна вне 3, то, 
получая из (7) усиленный закон больших чисел 

‚п #4{3+: 8+С [0, 0, | 3+2 &} _ -1 (+ — — Po lim ae a} =, "(ЕВ t>o} 1, (9) 

мы тем самым доказываем (2Ъ). 
Доказательства формул (2а) и (3) аналогичны. 
Для стандартного броуновского движения выполнялось также 

следующее [см. (2.2.6)]: 

  

. д 
lim Vz х [общая длина всех интервалов множества 
elo 

(0, 4] \ 3 Oaunot menowe 2] =t(t), t>0, (10) 

где | 2/л — ожидаемая сумма скачков функции #* величины 
меньше = за единицу времени. 

Естественно предположить. что 

2 

-1 
lim ( | [п (dl)) xX [общая длина всех интервалов 8+ < [0, 1] 
210 0 

Onrunot Menowe &]=t(t), t>0; (11) 

или, подставляя #1(Ё) вместо Ёи п;'($) вместо &, что 
nz1(s) п (3) 

. -1 lim ( In, (dl)) 14t(t, dl)= 

У, nz} (Sn) 

= lim 228 =t,t>0. (12) 
st+eo | п! (0) 40 

$ 
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Здесь 5, (п>1)— моменты скачков (однородного) пуассоновского 
процесса == (Ь, п; ($)): $20. 

Из усиленного закона больших чисел следует, что 

lim ns, =f. (13) 
nt boo 

Из (13) легко вывести (12), если п;! ($) является степенью от $, 
умноженной на такую функцию” f(s), что 9-19, „при 
$1 {со для всех Е>0 [частный случай, когда 45 =4&, а 

=2E/F dE (B>>—1), dn=const-1-°*™ di, a= (B+2)7, cm. (6. 74 4). 
Но в общем случае формула (11) неверна, как показывает контр- 
пример, приводимый в следующем параграфе. 

6.4. Контрпример, касающийся { и смежных интервалов 
множества 3 

Формула (6.3.11), вообще говоря, неверна: например, может 
быть 0 < с: <е’п;! ($) < с: <-+оо при $|{ +0, и тогда из (6.3.11) 

вытекало бы, что Ит е" У, е *® < со[с. <-+ о, что противо- 
n t --0o Е>п 

речило бы тому, что распределение esn У, е *& не зависит от п 

k>n 

и имеет своим носителем весь луч [1, - 00), 

Чтобы построить ‚диффузию с такой мерой п., рассмотрим 

функцию 1 (Ё) == (11.) егор и обратную к ней функ- 

цию 0 и пусть в производящий оператор диффузии с естествен- 
ной шкалой и мерой скорости ат = (1) (9’)? 4Ё на [0, + оо). 

Рассмотрим возрастающее и убывающее решения 61 и 6 урав- 
HeHun Gg=ag, такие, ЧТО 010.— 616$ =1, 6. (0) =1, 61 (0) =0. 

Функция дз = в! (Е) \ 214 удовлетворяет условиям g3<0, 

Е 
@о:=@0з и 2$(0) = 2$ (0) = —1. Поэтому 63 = &., а значит, 

со 

Е: (0)= \ 274. (1) 
0 

При {>>0 имеем 0< 1’ (РЕ |, так что 0< 0’ (КЕфи 0” (1) >0. 
Далее, функция 1ф(е’) выпукла вниз; поэтому функция 10 (2) 
выпукла вверх и 0”(9’)2<0*. Кроме того, $’ (- 0) = + о, 
поэтому 9’(--0)=0; и, полагая д, (0) = 51 (&), из сказанного выше
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и из того, что @ 5, =@6., выводим, что 

  

84 (9) 6” (6°)-24; (0) = 4 84 (0), (2) 
g.(+0)=1, 

g,(+0)= lim < <lim dag, (2) 8’ (e) =0, 

и при 9>0 

почв... (3) 
Но тогда 

ь(У& >.) < ви (8) <е 9, (4) 
и из равенства (1) вытекает, что 
{о 

\ Vib ао< (ГИ) < 
0 0 

    

-+00 о 
па ° 1 yropn\72 па — 

i ИУ -4- —V 0 <Я+ \ (5128) ae < Tes | evieds, (5) 
Ina/Va 0 

rye y{l mpu at+oo uw не зависит от Ё (используется то, что 

I, (E) ~ e///2a€ mpu Et-+ о). 
С помощью равенства 

+00 оо 

\ г- "8 (Е = г Ув (1) &=- 
0 

находим, что 

1—@—1/2 
1 

\ a—s/2 ds = — па _ (6) 

0 

—
 

|—а-—1/2 |1— —1/2 

ma <82(0) <=, att ov. (7) 
Отсюда в силу соотношения 

{со 

g2 (0)? =[g1(0) 2 (O)t= | (1—e-#!) ny (dd) = 
0 

со 

=a \ еп. [[, + со) 4 (8) 
0 

вытекает, что 
со 

<a \ еп. [[, ©) 1 < — м = , at+oo. (9) 
0 

In yo 

1—(ya)~"/2



6.4. Koxmpnpumep 273 

Но п. (аГ)/4{ является преобразованием Лапласа от (положи- 
тельной) спектральной меры ] (4\). Поэтому функция п [1, + оо] = 

+0 

= \ |y|telvf(dy) выпукла вниз, откуда мы заключаем, что 
— с 

+ {со 
па ap > | ens [l, +00)dl>m [a \ edi, +00) = 

0 0 

=n [, +o), af+o. (10) 

С другой стороны, так как теперь известно, что функция 
Пе /т— УИ 7— п. [[, +09)) положительна, а функции п. [[, +9) и 
| /1— Ил) убывают при малых [, то 

  

2е* ; aon + Le , to)]< 
t/a 

<= | lGayr- ns [l, + о) | {< 

{оо 

< 2-13 — а \ e- [п [142 УЙ-- и, [1 + оо) 41 < 
0 

{со 

< e-¢/3 4+ Ina— \ e—'Inldl+ 
0 

  

+00 oo 
Ine ти 6 et Vint а +2 г Уши —— e'VTintdl——~ Ta < 

со 

— еп <, ай. (1) 
0 

  Ina 
const -——= < V 7: 

Отсюда 

  

l 

Tal se eat, + со) <|шИ-1, 110, (12) 

ГУ 
что доказывает нужную нам оценку 

СЕ" < п; ($) < с›е*, $1 - оо, (13) 

|[111]—4 < 

с и=е* и со =е. 

18—1209
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6.5а. + и пересечения сверху вниз 

Поскольку утверждение 

1111 $ [0, =) х [число раз, когда х ($): $< Е пересекает полосу от в 
e+0 до 0 в направлении сверху вниз] =1( (1) 

верно для стандартного броуновского движения (см. $ 2.4) и инва- 
риантно относительно замены времени #—>[* [см. (5.4.16)], оно 
остается справедливым также и в данном случае. 

6.5Ь. + как мера Хаусдорфа 

Пусть 6 >. Обозначим через $ и $* первый и последний 
корни уравнения 

х ($) =0: .<s<h, 

(если корней нет, $-=%"=0). Пусть +(Р) — локальное время 
в точке 0. Тогда почти так же, как в $ 2.5, получаем, что 

Ео {# (#5)—1 (#4) |х (3): <, $, 3*, х($): $52 6}=В (0 |х(=0}= 
t 

\ р (8, 0, 0) р (#—69, 0, 0) 49 

  

где р(Е, Е, \) — переходная плотность, рассмотренная в $ 4.11. 
Отсюда вытекает (ср. 5 2.5), что 

lim >) A(diam{N[(i—1) 2-2, 12) = (8, >20, (2) 
п ф-Ноо < оп 

где 3={ЁЕ х(1) =0}. Доказательство предоставляется читателю 
в качестве задачи. 

Поэтому +— нечто вроде хаусдорфовой!) #йЙ-меры подмно- 

жеств 3; представляется правдоподобным, что #(--0)=0 и что 
й (1)СТ при малых 2 но доказательство этого нам неизвестно. 

6.5с. + как диффузия 

Д. Б. Рэй [4] доказал, что для некоторого класса марковских 
моментов, включающего экспоненциальные моменты, независимые 
от диффузии, и моменты pie PEoro достижения, условные локаль- 
ные времена [1 (е, 5): ЕО, Раь (В)= Ро {В | х.=6}] можно описать при 

1) Определение хаусдорфовой меры см. в замечании 2.5.2.
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помощи двумерного и четырехмерного бесселевского движения 
так же, как в 5 2.8. Выражение +(ми, Ё) не меняется при заменах 
времени, поэтому случай момента первого достижения остается 
без изменений. Что же касается описания +(е, #) для экспонен- 
циального момента е с условным распределением Р. {е > #|В} ==е"*, 
то оно остается прежним, за исключением того, что приходится 
учитывать концы интервала, на котором происходит диффузия, 
и бесселевский процесс нормируется при помощи решений урав- 
нения @2=0, а не при помощи функций е=, использованных 
в $ 2.8. 

6.54. Экскурсии 

Г. П. Маккин [5] описал экскурсии [x(t): f€ Bn, Po] (п>1), 
соответствующие смежным интервалам множества 3 = {ЕЁ х=0}, 
в случае 9 =[0, + со) и и*(0) =0, иер (6). Здесь нельзя оста- 
вить ту же нормировку, которая применялась для стандартного 
броуновского движения; но в остальном описание, данное в 6 2.9 
и 2.10, сохраняется неизменным, за исключением того, что трех- 
мерный бесселевский процесс заменяется диффузией, связанной 
с оператором @° = #`\®й, где А = (у, -) — решение задачи 

Gh=yh, #(0)=0, #*(0)=1, (1) 
а 

у=“: (наибольший отрицательный корень 

уравнения В7(у, - со) ==0) (2a) 
ИЛИ 

y=0 (2b) 
в зависимости от того, является точка - со входом или нет. 
Оператор @©° можно также описать как производящий оператор 
первоначального движения при условии, что оно не достигает 0 
в течение положительного времени. 

6.6. Размерности 1) 

Используем время #1, обратное к локальному, для того чтобы 
доказать, что размерность у=апп3З множества 8 ={Ё х= 0} 
постоянна; например, как мы видели в 5 2.5, для стандартного 
броуновского движения Ат 3 =1/.. 

Для доказательства рассмотрим разбиение © отрезка [0, 1] 
на конечное число неперекрывающихся отрезков Q;: i<n c раци- 
ональными концами. Пусть |®&|= шах | 9;|, и положим е,=0 

tn 

или | в зависимости от того, 3 [| 9; = © или нет (i<n). 

1) Определение размерностей Хаусдорфа— Безиковича см. в замечании 2.5.9. 

184
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При фиксированном 0<а<\1 легко видеть, что » e;|Q;|*— 
ix<n 

борелевская функция от траектории х(Ё: #<1. Так как класс 
возможных разбиений $» счетен, то 

№" (8000, 1) = Иа шо > е |9“ (1) 
=10 [2 \<e i<n 

— также борелевская функция. Вспоминая определение размер- 
ности, получаем отсюда, что 41т (3 1 [0, 1]), а значит, и 

y= dim (8) = sup dim (8 1) [n—I, n)) 

являются борелевскими функциями от траектории. 
Если т (0) > 0, то при любом #>0 

тез {3 [| [0, +! (1))] = тез {$: х($)=0, $< #1! ([)} = 

=t(t*(Z))m(0)=tm(0)>0, (2) 
так что у=1. 

Рассмотрим теперь случай т(0)=0. Пусть 8 обозначает 
множество значений {#* (1): {> 0}. Тогда 3 > 8, причем 3 ®— 
счетное множество; поэтому ит (8) =‘у— борелевская функция. 

со 

Но из свойств пуассоновского интеграла \ Ip ([0, ха), дающего 
0 

выражение для #*, вытекает, что случайная величина y = dim (2B) 
измерима относительно () B{p(dtxdl): t>0, [<п\}; поэтому 

n>1 

в силу независимости приращений процесса р и колмогоровского 
закона 0—1 она постоянна. 

Задача 1. Для траекторий, выходящих из 0, у=д4ип 8 = 
= ат (3 1 [0, =)) при любом = > 0. 

6.7. Критерии сравнения 

Рассмотрим у = апп 3 как функцию меры скорости т. Поскольку 
замена времени ¢—>ef переводит #* (Ё) в &М (=) и Зв ="3, 
ясно, что 

41т 3 = айт {1 (№: t<1} =dim e138 =dim {1 (et): f< 1} = 

=Ит ат 3 0 [0, #* (=)]; (1) 
210 

а так как #*(=)1 п при #10, то ‘у является локальной функ- 
цией от т, т. е. зависит только от поведения т в ближайшей 
окрестности 0.



6.7. Критерии сравнения 277 
  

Пусть дана пара диффузий О) и О° с мерами скорости т 
и т’< т; докажем, что у’<у. 

Доказательство несложно; действительно, если мы рассмотрим 

замену времени #—> |! (t)( f= \ t din’ } ‚ переводящшую х в х’= 

=х({"), то ясно, что |1 отображает 3*={Е х’=0} вЗ={Ё х=0}; 
а так как (1({`') = то отсюда вытекает, что 3* =1(3). Исполь- 
зуя соотношения 

f (dt) = \ t (dt, 9 т” (8) < \ t (dt, &) m (a8) =a (2) 
и результат О. Фростмана, приводимый в замечании, заключаем, 
что 

Чт 3* <аипт{(8) = зир {a: inf \ 
е>0 

е({(8))=1 1(8)xf(3) 

to: ° e (da) e (db) 

<sup {a inf |. пени +} < 
  

‹(8)=1Зх 

<sup {a: inf \ £ (da) @ (db) co } =dim3, (3) 
е>0 1а—65 |“ 

е(3)=1 8x3 

что и требовалось доказать. 
Автоматически получаем, что если т’< т вблизи 0, то у’ < у. 
Вычислим #!и у в частном случае 

$ (4) = Е, m(dé)=21E|P dE, 9 = В, В>-—1. (4) 
Оказывается, что #!— устойчивый процесс с характеристическим 
показателем ‘у= т 3 = (В+ 2)*; этот запас размерностей при- 
водит к критерию сравнения, который позволит нам определить 
размерность множества нулей для большинства диффузий, встре- 
чающихся на практике. 

Пусть В > —1, &>0. Решение в. = 65 (а, &) задачи 

1 — п ое (Е) =5-[Е Г? 53 (&), Еф, в (+ о) =0, д(0)=1, (5) 

не меняется при подстановке 

a—>ca, E>, y=(B+2)%, c>0; (6) 

G2 (a, 5) = ge (1, av). (7)
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Поэтому 

+ оо 

}а-е-) и (ад =2 | (1—e-!) ny (dl) = 
0 0 

_ о 84 (@, 0) _ _ 83 (1, 0) 
а, = 2,0, ' 920, (8) 

что доказывает, что #* — устойчивый процесс с характеристическим 
показателем у= (В+ 2). 

Из формулы (8) получаем р (Г) =р(Е, 0, 0) = сопз{.Ё-1, откуда 
выводим, что функция Хаусдорфа А = р*р»+р, введенная в $ 6.55, 
является постоянной, умноженной на {. Теперь из (6.55.2) выте- 
кает, что Ат З <у; а так как 

Ey ( \ |s—t | t(ds)+ (dt) = 
Bnt0, t41))xBnt0, t 24) 

11 

В» (\ \ |171 — (0 484) = 

со 

=const - | ds | dt \ 0*-* doz, (e-8t Mite) = 
0 
+ co 

=const-\ ds \ dt \ Q%—! dO e—const-[t—s{ OY 

0 
11 

=const - | | |s—t|"" dsdt <+ оо, a<y, (9) 
0 0 

| 
| Co 

e
a
 

O
C
.
)
 =
 

то из леммы Фростмана вытекает, что 

dim 3 =sup {a: inf \ о} >, (10) 
е>0 |а— 6 |“ 

«(8)=1 ЭХ 

и доказательство закончено. 
Теперь мы можем сформулировать наш критерий сравнения так: 

если $(4)=4Е& В>-—1 и т(4Е=)>(<)сопя.| Е |В4Ё — вблизи 
точки §=0, mo у=9т8>(<)(В-+2)!. — Доказательство 
ясно. 

Дополнительные сведения, относящиеся к вычислению размер- 
ностей, можно найти у Блюменталя и Гетура [1]. 

Задача 1. Может ли у=0 выступать в качестве размерности 
множества моментов пребывания 8 для некоторой диффузии?
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[Tlyctp s(d&)=dE, a m(d—)=e-l"'d—E; тогда т (4) <|Е В аЕ 
вблизи &=0 при любом В >> —1, откуда YS, inf (B+ 2)1=0.] 

>— 

Замечание 1. Размерности и емкости дробного порядка. Мы 
используем результат О. Фростмана [1], состоящий в том, что 
для компакта Вс [0, + 0) 

dim B =sup {Br int | ee Sto}, (1) 

где е пробегает множество всех неотрицательных мер с полной 
массой +1, сосредоточенных на В. 

Приведем доказательство. 

Пусть В>0 таково, что - со > \ [4—6 |-Ве (аа) е (46). Выбе- 

рем такой компакт О < В, что e(Q)>0 u | la—b|-8e (db)<x< 

Q 
<+ oo (@€Q), H MOKpoemM ero 3aMKHYTBIMH OTpe3KamMH Q, (n> 1). 
Tak Kak 

0<e(Q< Хе(9 п 9,)< УВ inf \ |a—b|-Be (db) < 
п>1 n>1 Пя ПО, 

<» | Qn |P-x, (2) 

п>1 

то сразу же получаем, что 

Лв(В)> Л8(9)> > 0, (3) 
а это доказывает, что 

dim (B) >. (4) 
Чтобы закончить доказательство, достаточно проверить, что 

4+ 00 > inf \ |a—b|-Be(da)e(db) npu B<dim(B). 

Выберем х между В и аит(В); тогда /A%(B)=-+ oo. В этом 
случае А. С. Безикович [2] показал, что можно выбрать такой 
компакт (@), < В, что 

0< Л“(0,) <- о. (5) 
Далее, согласно результатам Безиковича [1], можно выбрать такой 
компакт (@)› < (., что 

0 < A\%(Q2)<+ 0 (6) 

ит (2е) Л“ (95 (| (а—в, ate))<1, аЕС.. (7)
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Теперь выберем такой компакт (@з < @,, что 

0< Л*(4:) < 0 (8) 

и для какого-то 6 > 0 

(2=)-“ A*% (Qs f) (a—e, a+e&))<2, e<i6, acQs. (9) 

Положим 

е (46) = /\“ (3) * Л“ (3 П 46}; (10) 

тогда 

\ е (аа) е (46) _ 
ЦВ — 

вх в | | 

ее | | <   

— 4p {8 

93 81—28 а nZl 2—-Ng<ja—bj<2-N +14 а 

< \ e (da) | 6-84 У (2-78)-8.2 (2-2-™415)* | — 

Qs п>1 

= 8-8 -- 22408-85} 2-ще-В <, (11) 
п>1 

что и требовалось доказать. 

6.8. Индивидуальная эргодическая теорема *) 

Рассмотрим возвратную диффузию О на отрезке @ со шкалой $, 
мерой скорости 71 и локальными временами +. Для любой неотри- 
цательной меры е определим интеграл от локального времени 
(аддитивный функционал) 

е()= \ #69 е(49 (1) 
И докажем, что 

п @1(2) _ е1 (9) | _ - Р. jim eo (fy = uy} 1, если 0O<e,(Q)< +00. (2) 

Дерман [1] доказал частный случай формулы (2) 
t 

Wwaezo) ds {fam 

P34 lim * — —1 (3) 

рее eam } 
0 

  

  

1) В $ 7.17 содержатся аналогичные результаты для двумерного броунов- 
ского движения.
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для стандартного броуновского движения, пользуясь тем же мето- 
дом В. Доблина [1], который мы используем ниже. См. также 
М. Мотоо и Х. Ватанабе [1]. 

Пусть а< 6; обозначим через ий < ш?<... последователь- 
ные моменты первого достижения а через БВ, т. е. 

п = "т (и т-1)  (П>1), 

(4) 
О — Ма, = Мь -- а (@,). 

Так как экскурсии х (1): т’? << м” (п > 1) независимы и имеют 
одинаковые распределения, то то же можно сказать о прираще- 

HHAX e: 

  

=e(m")—e(m™) (n> 1). (5) 
Используя усиленный закон больших чисел и результат задачи 1 

Е, (т, )] = (6)—s (a), (6) 
получаем, что 

Ро | Ит Si) = [s (6)— s(a)le(Q)} =1, (7) 
n t со n 

т. е 

t Ре И питты = 186) — (41 е(0)} =1. — (8 
Отсюда следует формула (1). 

Кроме формулы (3), еще есть несколько интересных частных 
случаев формулы (2), а именно 

  

  

li mes {s: x (s)E A, s< ft} — т (А) 9 

tt4too mes {s:x(s)€B, s< ft} т (В) ' (9) 

0<т(В)<- о, А,ВЕВ (0); 

lim =a =e(Q), a€Q (10) 
о Е (а 

t (ft, а) _ 

- e(t) _ е(9). . Пя» СФ» (2) 
lim “9 —m(Qyt, acQ (13) 

t t +-co 

(ecmu m(Q)= + со, то в (12) и (13) полагаем 1/- со =0).
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Если В —стандартное броуновское движение, mo 

. 2е (Е) 2 2 14 
lim P, yea VF <b}= Их \ \е /2 de, (14) 

t t +00 

b>0, 0<e(R1)<+ 00. 

В частном случае е (4) =} 4Ё эта формула переходит в закон Кал- 
лианпура — Роббинса [1] 

t 

\ f[x(s)] ds 5 b (15) 
— —c2/2 

г.р. \Viite < <5} р =\ ae, 

b>0, о< \ РЕЗ оо. 

Формула (14) выводится из (9) и свойств броуновских локаль- 
ных времен следующим образом: 

. 26 (2) 

jim Ра ву уг уг <b}= 
4 e (t) _ 2t (t, a) __ 

24 с 2 , 2t (¢, 0) 
= | Ра <Ь = | Р ——< 0b = 

tt peo <b} о “| Vt } 
—_ 6 

= Po {2t(1, 0) <b}= Po {t* (1) <0} =Po ft (1) <b} = У 2 (9 
0 

  

  

(относительно # и Г см. $ 2.1). 
Если е(9)<- со, то, согласно (12), jim t-te (t) = e (Q)/m (Q), 

и интересно описать поведение е’ =е—# (0)/т (0) п t+-+- со. 
Х. Танака [1] решил эту задачу в частном случае 9 =А\, $(6)— 
—s(a)=b—a, т (9) <- со, показав, что если имеем то) = 

= \ (0, 6) 46 < оо, то 
9 

  

b 

. e° (f) ee —c8/2 
jim P. кв} = Je dc 

P.{ lim e* (¢)/o V 2¢ InIn¢= 1}= 1. 
1} Ноо
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Задача 1. Вывести формулу (6) из результата задачи 2.8.3. 
[Tak Kak t(m, &) не меняется при замене времени, достаточно 

доказать, что 

Eq [t(m, §J=b—a, m=m+ma(wy,) аж, (17) 

для стандартного броуновского движения. Используя задачу 2.8.3, 
получаем в случае а <, что 

Ев [+ (и, 5)] = Её [# (ть, 5)]-- Ву [4 (то, 5)] = (6—5) +(5—а) =6—а. 
Остальные случаи рассматриваются аналогично.] 

Задача 2. Дать другое доказательство формулы (15), исполь- 
зуя свойства инвариантности броуновского движения при измене- 
ниях масштабов времени и пространства. 

[Пусть имеется стандартное броуновское движение, начинаю- 
щееся в 0; с помошью замены х($) —> #х($/1?) получаем, что 

+(1, Е) имеет такое же распределение, как УЁ+(1, #/{); поэтому 

2 \ tdele(R1)/¢t совпадает по распределению с 

san | (1, 2) е(4&) — 24 (1, 0).} 

Задача 3. Показать, как можно вычислить инварианты воз- 
вратной диффузии по траектории. 

Формула (9) дает возможность вычислить меру скорости 

с точностью до постоянного множителя; зафиксировав эту меру, 
можно получить шкалу, используя частный случай формулы (7) 

. { (тп lim В = s(b)—s(a). | 
n t +00 n 

Задача 4. Рассмотрим бесселевский процесс с производящим 
1 ( а? 1 а 

== +——]. ношения оператором © = 5 ( qe ts -) С помощью соот 

4-1/Int (¢ > 1) 
pfs? ’ 

lim P.{f~m<t -| РИ <= 0 (<, 
справедливого для последовательных моментов и” первого дости- 
жения | через 2, проверить формулу 

lim P, {20 <ue(0, + о) = 1—2". (19) 
{| +-co 

(18) 

  

Эта формула является аналогом закона (14) Каллианпура — Роб- 
бинса; она будет использована в $ 7.17 (результат, связанный 

с этим, см. в задаче. 4.6.4).
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[Воспользуйтесь формулами 

- Ip (V 20) г- Ко (2 УЗа) 
Е е alta =O A E, о  — ^^, оу "= Куба) 

и оценками Кь(х) ——Шшхи Io(x)—1~x2/4 при х{0 для про- 
верки формулы 

Е. (е-м-"т") (1 т)" 4-i/in t, 
nint 

из которой вытекает (18). Для того чтобы доказать (19), доста- 
точно проверить соотношение 

Qe @ zt (т”) 
lim Р. = li P, т — и ln < и] nt hee Am < и } = 

= lim P, И ПР. О и} 
nt+o * bain */mt nt +00 In ym" 

и заметить, что $ (г) =1{пг; далее замените и на ие (0, -- со) и для 
завершения доказательства формулы (19) используйте (18).] 

    

 



7 

МНОГОМЕРНОЕ БРОУНОВСКОЕ 
ДВИЖЕНИЕ 

7.1. Многомерная диффузия 

Пусть дано хорошее топологическое пространство @ (например, 
дифференцируемое многообразие какого-либо числа измерений). 
Обозначим через со дополнительную точку, которая будет изоли- 
рованной или будет дополнять Q Oo компакта в зависимости 
от того, компактно @ или нет. Пусть С. (9) — пространство таких 
ограниченных непрерывных функций ]: 0 |] со —>К\, что { (со) = 0. 
Введем такие (непрерывные) траектории ш:—>х(КЕОЦоо, что 
x(t)EQ(t< 00), a x(-+ оо) == со, и определим марковские моменты 
и, сдвинутые траектории ши и о-алгебры В и Ви +0 Обычным 

образом. Рассмотрим вероятности Ро (В) (а Ч] со, ВЕВ) с обыч- 
ными свойствами, включая Р.» {х (1) = со (> 0)} =1. Назовем свя- 
занное с этими объектами движение диффузией, если оно начина- 
ется заново в любой марковский момент, т. е. если 

Pa {win € BI Bry, o} = Po (B), a€Q, ВЕВ, (1) 

b =x (m), m<- 00, 

Эля любого марковского момента ш, и если это движение 
-00 

гладко, т. е. если операторы Грина @.:|[-—> Е. | \ eat dt | 
0 

nepeesodam C..(Q) @ ce6a: 

СС» = С»  &>0. (2) 

Условия (1) и (2) не являются независимыми. 
Р. Блюменталь [1] доказал, что если движение просто марков- 

ское, т. е. начинается заново в любой постоянный момент #>0, 
и если оно также гладко в смысле (2), то условие (1) автомати- 
чески выполнено (в доказательство этого факта для случая стан- 
дартного броуновского движения, приведенное в $ 1.6, легко 
внести соответствующие изменения). 

Учитывая результат $ 3.6, естественно предположить, что при 
выполнении только условия (1) операторы Грина переводят в себя
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некоторое пространство, играющее ту же роль, что С.» (©) (об этом 
см. Е. Б. Дынкин [1], Г. П. Маккин и Х. Танака [1] и в особен- 
ности Д. Б. Рэй [3]). 

Если дана диффузия в том смысле, который придан этому тер- 
мину выше, то, так же как в (3.7.1), 

Ga, — Gp + (% —B) GaGg = 0. (3) 

Это позволяет воспользоваться обычным определением производя- 
щего оператора 

6 =1—G}, (4a) 

р (6) = (1С.» (9), (4b) 

и вывести формулу Дынкина 

m 

Е. [u (%m)]—u=E, | \ (Gu)(%) dt |, we D(@), (5) 
0 

где m=min {¢: x(¢)¢ B}—9To (MapkKoBCKHH) момент первого выхода 
из открытой области В < @. Из этой формулы вытекает, что если 
ВЬ— окрестность точки а6 О, то либо Ра {т= -- со} =1 для всех В, 
либо Ес (т) <-- со для достаточно малых В; в обоих случаях 

Ба [и (хт)] — и (а) 
Em? “60 (®), (6)   (би) (а) = Шт 

Bla 

так же, как в $ 3.7. 
Оператор @р— локальный, и если иЕО ($) имеет локальный 

минимум в точке A@EQ, To (Gu)(a)>0. O6a эти свойства — общие 
для ® и классических эллиптических дифференциальных операто- 
ров (0б эллиптических операторах подробнее см. гл. 8). 

Из формулы (1) следует полезный закон О—1 Блюменталя 

Р. (В) =0 или 1, ВЕВуь = П Be (7) 
e>0 

Задача 1. Дать подробное доказательство того, что если 
В<Ч— открыто, а Ас О— замкнутое множества, TO шв== 
=inf{t: x(@)€B} и ma=inf {t: t>0, x(t) ¢€ A} — mMapKoscKue 
моменты. 

[{w: шз<В= U {: х(п")ЕВ}, поэтому шв— марковский 
jn-l<t 

момент; чтобы доказать то же про ша, выбираем открытые В, > 
> В, >...{А и замечаем, что 

тд = Е зир [1 + в, (w}-1)] 
jai n21



7.2. Стандартное многомерное броуновское движение 287 

и что 

(w: ma <t}= 0, 0 afl {w:ts, (Wj) <t—j4t—i}= 

=UU ПП U {w: x(RI-, wj-1) € Bn}.] 
j2eiizi n21 kl-l<t—j-1-—i-l 

7.2. Стандартное многомерное броуновское движение 

Рассмотрим введенное в 65 2.10 стандартное 4-мерное (4>2) 
броуновское движение. Оно имеет непрерывные траектории; его 
операторы Грина 

(Gaf) (a) = 

= 2020) | er) Kena Tz|b—al)f(0)d64) (1)   

R 

отображают С» (В“) в себя, так что это движение является диффу- 
зией согласно определению $ 7.1. 

Используем формулу Дынкина для вычисления производящего 
оператора ® этой диффузии. 

Так как гауссово ядро (2л#)-4/2 е-6-“!/21 инвариантно относи- 
тельно группы евклидовых движений, то ясно, что для любой 
точки а Ю“ распределение Ра {x (тов) Е 46} *) места первого дости- 
жения броуновской траекторией сферы ОВ: |6 —а|== инвариантно 
относительно группы вращений вокруг центра сферы. Значит, это 
равномерное распределение 40 на ОВ (что мы уже использовали 
в $ 2.7) 

Легко также подсчитать Ез (мов): радиальное движение г (А = 
=|х(р—а| (Е> 0)— это бесселевский процесс со шкалой 

— 2 —а 

а—2 (>35) 
и мерой скорости 29-1 4г; момент пув— это момент первого дости- 
жения бесселевским процессом точки г=а, и поэтому 

  Inr (d= 2); 

& & 
2 

E, (mop) = \ m0, r] s (dr) = \ ot dr == (2) 
0 0 

(cM. § 2.7). 

< 4/2-—1 __ 

1) 2 (2n)-4/2 ( meee Ка/2—1 (И2а |6 —а |) — преобразование Лап- 

ласа от гауссова ядра (Qt) 4/2e— 0-21? /2¢ см. А. Эрдейи [1(1): 146 (26)]. 
К а/2—1— Обычная видоизмененная функция Бесселя. 

2) ОВ означает границу множества В.
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Формула Дынкина теперь превращается в 

{ w(b) do—u (a) 

(би) (а) = Ит 28 
210 

  эч—— › ЕР (®). (3) 

В частности, если ие С? (Ю“), то @и=(1.) Аи, где А— оператор 
Лапласа, что легко проверить, используя разложение Тейлора 
функции и вблизи точки а. 

Нроизводящий оператор ® можно описать как оператор 

G'u=lim aen(\ udo—w), (4) 

применяемый к классу функций иеС»(В“), для которых ®*иЕ 
ЕС» (К°). 

Действительно, как было сейчас доказано, @6° > @. Чтобы 
получить равенство @©° = 6, теперь достаточно проверить, что 
р (6*) = ($). Пусть и! О(6°); положим [=(1—@°)и.. Тогда 
[6С»(В“), ии=б!ЕШ(®) и из=и›— и. является решением урав- 
нения @‘’из=и:. Далее, функция изСС»(Ю‘) в какой-то точке 
ас В“ достигает своего наибольшего значения, и из определения @° 
вытекает, что из< и: (а) = (6‘`из) (а)<0. Так же получаем, что 
из>0; поэтому из=0, т. е. ии=и› ЕО (©), что и требовалось 
доказать. 

Задача 1. Доказать, что © является замыканием в смысле 
равномерной сходимости оператора 4/2, определенного на классе 
С» (А) таких функций ие С*. (Р“), что АиЕС.»(Ю"). Иначе говоря, 
ecin u€D(G), то можно выбрать такие и, ЕС.» (А) (п> 1), что 
|| мк — и ||ю и || Аи,/2 —@и ||» стремятся к 0 при п{-+ оо. 

Задача 2. Доказать, что @ является истинным расширением 
оператора А/2 с областью определения С. (А). 

[Рассмотрим класс С. (Ю“) непрерывных функций [, для кото- 

рых ||[||. == (1-х) А < оо. Пусть @ыр=с (а) \ |a—b [2-4 f(b) db, 
Rd 

где 4с(4)=л-“9/2Г (4/12 —1). Оператор @ замкнут, а на мно- 
жестве С. (Ю“) | С1(Ю“) имеем (^/2)С „= —1; поэтому @@и = —1 
на С. (9°). Если бы 2(®)=С.(А), то это означало бы, что 
для любой второй частной производной 0*=0?/0x;0x; (i,j < d) 
оператор 0. можно рассматривать как (замкнутое) отображение 
С. (Ю“) в С(|а|<1). Такой оператор 0С.. был бы ограничен, 
откуда следовало бы, что для функций иЕС? (R*), стремящихся 

к 0 на бесконечности, (0и) (0) = | (Ли) (Е) е (4&), где е— такая 
ра
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мера со знаком, что \ 4|е| < - со. Но тогда, заменяя ина ди (6) 
ра 

и полагая 010, мы получили бы, что (0и) (0) =е (0) (Аи) (0), что 
абсурдно. Приведенное доказательство заимствовано с небольшими 
изменениями у К. де Лейва и Х. Меркила [1].] 

Задача 3 (по 11. Леви [3]). Пользуясь тем, что броуновское 
движение остается неизменным при параллельных переносах и при 
одновременном изменении масштаба времени и пространства, 
доказать, что его траектория имеет двумерную лебегову меру 0. 

[Рассмотрим для двумерной броуновской траектории, выходя- 
щей из 0, дуги 

В: = {х (№: 0<1<1}; 

В. = {х (№: 0<#<2}; 

В: = {x (1—t)— x (1): 0<t< 1}; 

B,={x(l+4—<x(1): 0<t<1} 

и их характеристические функции е, е›, ез и её. В силу незави- 
симости приращений броуновского движения В; и В, независимы, 
а В, В: и В+ имеют одинаковые распределения, что легко вывести, 
учитывая инвариантность движения относительно параллельных 
переносов и отражений. Используя изменение масштаба x(t) > 

—> х(28ГУ 2, не меняющее распределений, находим также, что В. 

и У2-В. совпадают по распределению. Будем обозначать площадь 
множества В с Р? через | В|; тогда из инвариантности меры Лебега 
относительно параллельных переносов следует, что | В: () В, |=|В. |. 
Поэтому 

2Eo (| Bi |) = Eo (| Be |) = Fo (| Bs U Bz |) = Fo (| Bs| +] B,|—| Bs N Bal) = 

=2E,(|By )—Eo( | eye, db ) = 2E, (| By |) — \ о (ее) 46 = 

=2Ep (| By|)—\ Eo (ex)? ab. 
Отсюда вытекает, что 

Вь (В: = | Е (е) 46 =0, 
что и требовалось доказать. Приведем другое решение, принадле- 
жащее Х. Сато. Согласно (2.7.9), двумерная броуновская траекто- 
рия никогда не достигнет в положительный момент времени зара- 
нее указанной точки. Поэтому Ра {sup py (x (t)) =O} =1 (@ER*, e— 

характеристическая функция точки 6Е К”). С помощью теоремы 

19—1209
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Фубини получаем 

Ey (mes {x (¢): > 0}] = В, | sup еь (х (1)) db | = 0.] 
R2 

7.3. Уход на со 

Ниже будет использоваться следующее свойство броуновского 
движения: Р. {Ит |х(р|= + оо}:=1 при числе измерений 4>3, 

tt 00 
тогда как в двумерном случае броуновская траектория задевает 
любой маленький кружок в моменты времени, образующие после- 
довательность, стремящуюся к -+ 007. 

Приведем доказательство (другой метод доказательства основан 
на задаче 4.6.3). 

Пусть имеется стандартная броуновская траектория, начинаю- 
щаяся в точке ОЕ А“. Рассмотрим два шара А <= В с центрами в 0; 
и пусть ии < м. <... — последовательные моменты прихода на aA 
через ОВ, т. е. положим По определению 

ПИ = Мод, Ша = и -- (0 ,) (n>2), 

m= Mon + Moa (Wm, .): 

Обозначим через е„ время, которое траектория проводит в А при 
Mn-1 <i < mt, (п>1, ч=0). Принимая во внимание изотропность 
броуновского движения, обозначим через у значение (постоянное) 
вероятности Р. {ол <-- со} на ОВ, а через е› — (постоянное) зна- 
чение Р. (е2) на OA. 

Поскольку и! <<... —марковские моменты, а движение 
изотропно, е„ имеет такое же распределение, как е›, если ит! < 
<- © (п>2). Поэтому в зависимости от того, 4=2 или 4>>8, 

i oo lbl2/2t 
+ oS | dt “Oana 42 = В [mes {¢: x(t) € A}] = 

A 

—= Во (Мод) У Eo {ny Mn-1 << + 00} = Ep (ttaa) + У egy ?. (1) 
n>2 n>2 

Используя оценку 

Бо (од) + е < Е, (тов) < - 00 (2) 

[см. (7.2.2)], получаем отсюда, что 

У у" = о (т. е. у=1) в зависимости от того, 4=2 

"> или 4>2. (3)
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Но тогда, если 4> 3, траектория х (Е) при больших Е не пере- 
секает А, и, полагая AYR? ‚ ВИДИМ, что Pot lim | x(¢)|= + o}=1. 

$ оо 

Если же 4=2, то пи <-- со при всех п, ‘lim И; = + со. Выбе- 

рем какой-нибудь круг р < А?. Из  чевидЕ К енки sup Р. {ть = 

= + 00} = у <! и соотношения 

у=зир Иш Е. {р > М», Риш») {р = Е оо} } < 
0A nt+oo 

<ysup lim P,{mp>m}=y? (4) 
0A nt-+oo 

вытекает, что 

Ро {тр = + co} = Ey [Рита {tp = - со} <у=0. (5) 

Это доказывает, что, как мы и утверждали, траектория пересекает 
любой круг бесконечное число раз. 

1.4. Гриновские области и функции Грина 

Множество ОР = Ю‘(4>2) называется областью, если оно 
открыто и связно. Область . р называется гриновской, если суще- 
ствует функция С=С(а, 5) =К--Н, определенная на Охр 
и меныпая - со при а==б, такая, что 

G> 0; (1) 
G(a, b)=G(b, a); (2) 
—(2n)7In|b—a|, d=2; 

K= г (5—1) (3) 
2 -d . 

Для фиксированной гриновской области р существует наимень- 
шая такая функция G=G"*, которая называется функцией Грина 
области О. Значение (С° (а, 6) можно рассматривать как потенциал 
в точке а, возникающий при помещении единичного электрического 
заряда в точке 6 внутри заземленной оболочки др. 

Помимо этой электростатической интерпретации, С° имеет 
также вероятностный смысл: 20° (а, 5) 4а6— не что иное, как инте- 

{со 

грал \ ЧЁРа {тор >Ь х(РЕ 46}, задающий математическое ожи- 

дание времени, которое стандартная броуновская траектория, 

| | 19*
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начинающаяся в а, проведет в 46 до достижения 0). Это исполь- 
зуется ниже для того, чтобы доказать основную формулу 

(5) 
ee G* (a, 6), ecau o6aacmo D— 2punoeckan; 

*(t, a, 6)dt= 
g°( - со, если область Ор— не гриновская, 

где (а, )ЕШРХрО, а &’— ядро, соответствующее броуновскому 
процессу с поглощением 

2g°(t, a, b)db=Pa{map >t, x(t) € db}, (6) 
t>0, (a, b)€ Dx D. 

(То, что у этого процесса существует плотность, являющаяся 
борелевской функцией, ясно, так как имеет место оценка Ра {тор > 
>Ь х( 646} <2в45'); в дальнейшем мы покажем, что &° можно 
изменить так, чтобы эта функция стала гладкой, и тогда она 
будет определяться однозначно.) 

Так как р =" (4>2) является гриновской областью (c функ- 

цией Грина (1/,) л-9/2Г (+- 1) |o—ap) ‚ то любая 4-мерная 

(4>>2) область — тоже гриновская. 
Область 2 = В? не является гриновской; как мы увидим, в дву- 

мерном случае гриновскими будут те области, для которых 
Р. {тор <- со} =1 (см. задачу 7.8.3, где показывается, что это 
равносильно тому, что множество Ю?*`\\ О имеет положительную 
логарифмическую емкость). 

Приведем доказательство для 4=2 (аналогичное доказательство 
см. у Дж. Ханта); случай 4>>2, значительно более простой, мы 
оставляем читателю. 

Сначала займемся функцией д’. 

Рассмотрим такую подобласть В области D, что BCD. [pu 
(Е, а, 6)Е (0, + со) х ВХ В вероятность 

Ра {х (12-71) 6 В, < 2", x(t)€db}= 
= P, {x (t)€ db} — 

— >) Pa{x(j2 eB, j<i, x(i2"t)¢B, x(t) € db}, (7) 
i<2” 

убывая, стремится при nt+oo Kk Py{x(s)€B, s<t, x(t)€dbd}, 
а эта mocmeqHad BeposTHocTb mpu BtD ctpemutca, Bospactas, 
K Pa{map >t, x(t)€db}. Wcnonb3sya to, что гауссово ядро g 

1) Здесь в—гауссово ядро (210 -9/2 е—№-@/21/2, соответствующее стан- 
дартному броуновскому движению (обращаем внимание читателя на множители 
1/2 вид в 246, усложняющие формулы, но необходимые).
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непрерывно на (0, | со) х ЮЗх В? и при а=2б стремится к 0, 
когда #10, находим, что соответствующие вероятностям (7) плот- 
ности (выбранные однозначным образом) 

( g(2%, a, by) 2dbig (It, by, b2)2dba ... g(t, bans, 6)= 
Bo" 1 

= &(f, a, b)— 
—)>) Ea {x (j2-"t) € B,j<i, x (i2-"#) ¢ B, g ((1—i2-”) t, x (i2-2), 6)} (8) 

i<2” 

при п{-- со стремятся, убывая, к некоторой предельной функ- 
ции; а эта функция при ВТО стремится, возрастая, к 

(ра, 6) — Ес {Ё > тор, & (1— Мор, х (тор), 6)} = 

= g'(t, a, 6), t>0, (a, b)EDxD. (9) 

Поскольку при любом Ё>0 интеграл g(2"t, a, by)... <g 

B2°-1 
ограничен, отсюда сразу получаем (6). Tak kak g(t, a, 6)= 
= g(t, 6, a), 43 формулы (8) легко усмотреть, что g’ (ft, a, 6)= 
=g°(t, 6, a). Tlonmb3yacb STHM и учитывая гладкость функции с, 
выводим из (9), что dyHKuHA g’ (f, a, 0) непрерывна на (0, -- с) х 
x Dx D. Tak kak g’<g, To ясно, что в’(Ъа, 6)|0 при #10, 
если а--ф. 

{оо 

Рассмотрим функцию Ц’ = \ 5° ЧЕ. Формулы (1) и (2) для нее 
0 

выполнены автоматически. Докажем, что если Р. {тор < oo} <1 
в какой-то одной точке из О, то (° = -№ оо. 

Пусть аЕ О; рассмотрим замкнутый круг В: |6 —а|<= (Вс р). 
Ясно, что Ра {тор > Шов} =1. Полагая т= в, имеем 

Ра {тор = + со} = Ра {Мор > м, шор (и) = + со} = 

= Р. {шор= + оо} 401). (10) 
OB 

Отсюда вытекает, что функция и=Р. {тор = + со} непрерывна 
Ha D. Ho так как Р. {в<- о} ==1| (см. § 7.3), To 

4 (>) = lim Py {map > m, map (ши) = +o} = 
& 

= lim Ey {mop > m, u(x(m))}<u(a), (11) 
& 

1) 4о—равномерное распределение на ОВ.



294 7. Многомерное броуновское движение 

что показывает, что функция и постоянна на О. Поэтому спра- 
ведливо соотношение 

и=Р. {тор > п, мор (1+) = + оо} = 

=. {Ир > л, и (х)} =иР. {тор > п} | и?, ПА оо, (12) 

из которого видно, что и=1, если Р. {тор < + о} =1—и<1 
в какой-то одной точке из О. Но тогда в любой точке (1, а, В) Е 
е(0, + о) хржхр выполнено д” (Ё, а, 6) =в(Ва, 6) u 

+> g—|b—al2/2t 

0 

что и требовалось доказать. 
Перейдем к случаю Р. {тор < {о} =1. Докажем, что 

( G* (a, b)db<-+ 00 ana любой точки аЕ О и любого замкнутого 

В 
круга Вс р. 

Рассмотрим концентрические круги В, = В. =) с диаметрами 
Ни [. Пусть ш=0< и <... — последовательные моменты 
достижения ОВ. через ОВ, для стандартной броуновской траекто- 
рии, начинающейся на ОВ., и пусть е, = тез {Е х(АЕВ., ши < 
<t<m,} (п>1). Тогда, повторяя с небольшими изменениями 
выкладки $ 7.3, получаем (y= sup Р. {тов, < map}, li=diam Bj) 

Be 

2 \ G* (a, 6) db = Eq [mes {t: x(t)€ By, < шо) < 
By 

< sup Е. (мов,) + sup E, [mes {#: х (ВЕ Ви, [< тер} < 
1 1 

р 

<—- + зир У Е. {е, ии-1 < Mop} < 
OB, 1>1 

[2 

<> + sup E, (e)- Dd) Yt< 
OB, 1>1 

[2 2 2 

<-p-+ sup E, (ton) (I—y4¥< +H (l—wt (14) 
OB, 

Чтобы закончить доказательство, проверим, что у<1. Положим 
и=Р. {тов, < Мор}; тогда для любого аер`\\ В! и любого замк- 
HyToro Kpyra B: |b—a|<e (BC D\ B,) 

u(a)=P, {ttan, (ит) < тор (ит. )} = \ u do, 1 — Mop. (15) 

дв
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Значит, функция и непрерывна; и либо у<1, либо и=1 
в какой-то точке на ОВ.. В последнем случае и=1 на D\ B,, 
а это противоречит тому, что Р. {тор < + о} = 1. 

Теперь проверим в случае Р. {тор < - со} = 1 утверждение (4), 
т. е. покажем, что функция @“- (2л) 1 ш|]6—а| является гармо- 
нической на ДХО. 

Пусть даны точка аЕО, замкнутый круг В: |6 —а|<г (Вер) 
и точка БЕР`\\ В. Как было сказано после формулы (9), функ- 
ция с’ является гладкой. Пользуясь этим, легко вывести, что 

5° (Е, а, b) = Ea {t —> Шов, 5° (1 — maz, х (ов), b)}. (16) 

Интегрируя это соотношение по 1, получаем 

G* (a, 6) = Ea [G* (x (mon), 51 = \ б* (., 6) ао. (17) 
dB 

Так как |G 46 <- с и так как справедлива формула (2), то 

В 
отсюда выводим, что при а=-6 

G* <+ 00 (18) 

и 

AgG* = A,G* = 0. (19) 

Теперь нужно рассмотреть функцию С° -{ (22)? In| b—a| B окрест- 
ности «диагонали» а=6. —_ 

Пусть имеется открытый круг О: =) с замыканием О. =); 
соответствующее ему броуновское ядро с поглощением &, удовле- 
творяет условию 

gi (Ь а, 6) =5° (Ь а, 6) — Ев {Е > тор», &° (1— тор, Х (ор), 6)}, (20) 
t>0, (a, |ED, xD, 

[см. 9)]. Интегрируя по Е, находим, что 
о 

6; (а, 6) = \ 8:41 =0°(а, 5) — Е» [0°(х (тор), (21) 
0 

(а, b) Е D, x D,. 

Но если а— центр xpyra Dy: |b—a|<e, To gj (t, a, 6) зависит 
только от Ёи |6-а|=г< 8; а именно: gj (f, a, 6) равно умно- 
женной на (2л)! переходной плотности р (Е, 0, г) для бесселевского 
движения |х(1)—а| (Е>0) со шкалой пг и мерой скорости 2гаг, 
начинающегося в точке г=0 и убиваемого в момент первого дости- 
жения 1, = Шор... Используя бесселевские локальные времена +,
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вычисляем !) 

Gi (a, b)=(2n)? \ p(t, 0, r) dt = (2m) Eo [t (me, г)] = 

os
t 

=—(2nytIn=— (22) 

[см. задачу 5.2.1]. Теперь формула (21) переходит в 

G’ (a, 6) + (2x) In| b—a|= 

— Ба [С° (х (ор), 6) + (2л)*шг,› |b—al<e. (23) 

Мы видим, что функция С°-+ (2л)"п|6—а| является решением 
уравнения (4) не только вне диагонали, но и на ней. 

  
Рис. 1. 

Теперь мы должны показать, что (’— наименышая функция 
из удовлетворяющих условиям (1)— (4). 

Пусть ДР — ограниченная область и ODEC?*. Тогда 
Р. {тор < оо} =1, @`(а, 6) <-+ со при а5=6, и для любого 
ЕО функция С° (а, 6) стремится к 0, когда точка аЕ О стремится 
к какой-нибудь точке с, принадлежащей 00. Это легко видеть из 
оценки 

С° (а, 5) = Е {тов < мов, С° (х (тов), 6)} < 

<sup С° (+, 6) Ре {тов map} (24) 

и из рис. 1, на котором показаны точки а, 6, с и окружность ОВ, 
внутри которой находится 6, а кроме того, замкнутый круг В+, 
касающийся ОО в единственной точке с, и концентричный ему 
замкнутый круг В», не пересекающий В. Действительно, на кольце 
между ОВ и ОВ. вероятность Ра {тов < тер} меньше, чем 

1) В, — математическое ожидание для бесселевского процесса.
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Ра {тов. < тов,}. Пользуясь изотропностью броуновского движе- 
ния, получаем 

Ра {Тов. < Шов, } = Ра {Ма < Ма} *); (25) 
а эта вероятность, как мы уже замечали в 6 2.7, стремится к 0 
при а1а:. 

Рассмотрим теперь произвольную область Д!, ограниченную 

и такую, что D, CD и 00, ЕС?. 
Предположим, что функция С удовлетворяет условиям (1)— (4). 

Пусть &!— плотность для броуновского движения с поглощением 
на ОР;:, и пусть 

{оо 

\ gi dt na D,X Dy; 
0 

0 на р; x oD,; 

(1: = (26) 

тогда @6-С'1ЕС(р, хр!), А[С-— 0] =0 на D,x D, u G—G;>0 
на О, х др. Отсюда следует, что @> 4! на р. хО.. Используя 
то, что gytg’ mpu 0.1) [см. (9)], находим, что С > (° на рхр. 
Итак, мы доказали, что область О является или не является 
гриновской в зависимости от того, Р. {тор < - со} = 1 или нет, 

причем в гриновском случае (` = \= dt — функция Грина обла- 

сти О. 

Задача 1 (уравнение Чепмена — Колмогорова). Доказать, что 

8 (ИНЬ, а, 6) = 

=2 g’ (t, a, c) g (te, c¢, 6) ас, НЕ >0, (а, ВЕРХ. 
D 

Задача 2. @yyxKunua g(t, a, 6) принадлежит классу 
С” [(0, + о) хрхр] и является решением уравнения ди/0= 
= Au/2 (t>0). 

[Из формулы (9) и симметрии функции g’ следует, что 

2 ЕС”(рхр); далее вычислите до’/0Ё с помощью (9).] 

Задача 3. Вычислить Ра {х (тор) Е 46}, где а— точка откры- 
того единичного круга О: |а|<1, а 46— маленькая дуга на др. 

[Вероятность Ра {аге х (пор) Е 4ф} равна умноженному на @{ф 
классическому ядру Пуассона (1—г?)/2л (1 — 2г со$ (9 —1) - г°), 
где г= |а|, а 9=arga.] 

1) Ра— вероятность для бесселевского движения, начинающегося в точке 
4, 4<ач ад.
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Задача 4. Доказать, что G'(a, 6)=(2n)y} In| eo 

=: (2л) п сё [а, 6]т) — функция Грина для круга | а |< 1; она инва- 
риантна относительно группы Г неевклидовых движений (в модели 
Пуанкаре) ?), переводящих этот круг на себя. 

Много других функций Грина вычисляется в книге Куранта 
и Гильберта [1: 349 — 366]; см. также задачу 7.6.2 и работу Магнуса 
и Оберхеттингера [2]. 

  

  

7.5. Эксцессивные функции 

Рассмотрим неотрицательную функцию и < - со, определенную 
на гриновской области О и эксцессивную в смысле Дж. Ханта [2 (1)], 
т. е. 

и<-- о в какой-то точке из О; (1a) 

Е. {и (х.), [< тов} фи, #10. (1b) 

Tak Kak Aaan>lu t>Odyukunsv= 2\ = (Ба, 6) (и /\ n)(b) db 

эксцессивна, то и является пределом ограниченных эксцессивных 

функций 96 С” (О). Для гладких о 

@и= lim L1(E, {u(x:), << map}—v) <0, (2) 

И 

\ о40— о (а) = Е [о (х (шов) 0 (а) = 
9В 

MoB 

= В. | (65) (2) @ | <0, (3) 
0 

DDB: |b—a|<e. 

Отсюда вытекает, что функция и является супергармонической 
в смысле Ф. Рисса [1 (1)], т. е. 

и<- со в какой-то точке из О; (4а) 

Ити (6) =и (а), аЕБ; (4b) 
ba 

\ udo<u(a), a@cDDB: |b—al<e. (4c) 
dB 

1) Б—число, сопряженное к ф, а [а, 6] —неевклидово расстояние от а до 6 
(см. Каратеодори [1: 69]). . 

2) Г — группа всех взаимно однозначных конформных отображений 

(О<ф<2лм, [6 |< 1), переводящих круг в себя, и сопряжен-   a—» ei? So” 
1—ab 

ных к ним (см. Каратеодори [1: 81]).
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Обратно, если и — супергармоническая функция на О, тоо=и/ п 
при любом п— тоже супергармоническая функция, как и функция 

о (а) = \ и (5) 46 на меньшей области 0’, состоящей из точек 

|b—al|<e 
области ), находящихся от 0) на расстоянии, большем =. Отсюда 
получаем, что и является монотонным пределом ограниченных супер- 
гармонических функций 96 С?(0) на каждой области 0)“ с замыка- 
нием, содержащимся в О. Но для таких и 

\ vdo—v 
ai. OB 

Gu=lim < 0 (5) 
И 

Е. {0 (а), < ть) 0-5 В. о (Е то = 
тор 

=E,[ Gvds|<0. (6) 

Из эксцессивности и вытекает эксцессивность и; короче говоря, 
эксцессивная— то же самое, что супергармоническая. 

Если е (46) — неотрицательное распределение масс на РО, то его 

потенциал и = \ С’ 4е эксцессивен, потому что 
р 

Е. {и (х:), [< то} = 

—2 ( 2 (Ь +, а) 4а \ G’ (a, 6) e(db) = 
D D 

+0 
= \ e(db) \ ds 2 \ g(t, +, a)g’ (s, a, 6) da= 

D 

fee 
e(db) | dsg*(t-+s, +, 6)= 

+ 
= | = (5, +, 5) 48е (45) 1 \Gde=u, t}0. (7) 

D t D 

в
.
—
-
>
 

b
e
a
 

Пусть дана произвольная эксцессивная функция и. Положим 
u(t) = E, {u(x:), < map}. Распределение масс 

е, (46) = =-1 [и (6) — Ey {u(xe), E<Map}]-2db, e>0, (8)
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неотрицательно; рассмотрим его потенциал 

Шор 

\ (`ае. ==*ЁЕ. ( \ [u (xt) — Ext) {U (%e), 8 < тор} dt) = 

D 0 
+ < = n+e 

= et \ [v(t)—v(t+e)] dt=e} \ vdt— lim e} \ о аЁ = 
0 0 n t +00 n 

& 

= et vdt—h (h=v(+o)). (9) 
0 

При #10 этот потенциал стремится, возрастая, K u—h; функция А 
является гармонической (см. ниже задачу 1), и, как нетрудно дока- 
зать, мера е, сходится (слабо) при #1 0 к такой мере е = е“ > 01), что 

и == \ С° 4е" + наибольшая гармоническая миноранта функции и. 

D 

(10) 
Доказательство см. в $ 7.7, ав $ 7.18 указывается одно приме- 
нение этого результата. 

Мера е“—это мера Рисса функции и; она названа в честь 
Ф. Рисса [1(2)], открывшего разложение (10). Это разложение 
приводит к простому выражению для производящего оператора 
стандартного броуновского движения 

би= lim de? [ \u do—u ] 

[cm. (7.2.4)]; a umeHHo, ecuau0>GuEC(D), mo dynkyua u aKkcyec- 
сивна Ha D u —e"(db)/2db=Gu; a ecau u skcyeccuena na D 
uu’ = —e“(db)/2dbEC(D), mo 02> Gu=u’". 

Задача 1. Если и— эксцессивная функция Ha гриновской 
области О, то А = Шт Ё. {и(х:), < тор} — гармоническая функция. 

t t +00 

[Функция А — супергармоническая; из изотропности броуновского 
движения вытекает, что если ар и ОВ: |6—а|<,е, то 

Ea {h(x:), t< mop} <h (a) Pa {t << map}. 

Учитывая, что #=Ё. {1 (х:), Ё< мор}, выводим отсюда, что 

_ Wop 

й (а) =ИтЕ. | а \ е-чй (х:) 4-е“ Тавй [х (тов) | = \ й а0.] 
& 10 о 

0B 

1) е (B) = lim ег (В) для таких компактных множеств В С D, uto e (0B) =0.
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Задача 9. Доказать, что если е> 0 ии= \ (С° ае с точностью 

до гармонической функции, то е=е". 

7.6. Приложение к спектру оператора Д/2 

Пусть дана компактная поверхность 0) < Ю“ класса С-, огра- 
ничивающая область О объема ||. Рассмотрим оператор A/2, onpe- 
деленный на классе О(А) таких функций ис С*(Р)ПС(О), что 
АисС (р) и и=0 на OD. Y этого оператора счетный спектр 

0>1:21>2...1}1— 1, (1) 

и, как обнаружил Г. Вейль [2: 41—45], 
n 2/d 

—¥n~ const: (—57} ‚ пою. (2) 

Константа здесь не зависит от D (Ha самом деле она равна 
2лГ (4/2 + 1)*). 

М. Кац [1: 205—209] вывел (2), используя броуновское дви- 
жение. Приведем его доказательство (классическое доказательство 
см. Курант и Гильберт [1: 407—423]). 

Рассмотрим оператор НЁ=2 5° (р, а, 6) 46, определенный 
D 

на (действительном) гильбертовом пространстве [2 (О, 246) со ска- 

лярным произведением (Ё, ]2) =2 \ НР 6 и нормой ||} lle =V (f, f). 
D 

Пользуясь уравнением Чепмена— Колмогорова (задача 7.4.1) и тем, 
что 5’ (ра, 6) =в` (6, а), построим, как в 6 4.11, меру » (dy) 
на (— со, 0], значениями которой являются операторы проектиро- 

+0 
вания, такую, что Н‚, =е® = \ е\р (Ау) (Е> 0, р (— со, 0] =1). 

— oo 

+0 
Здесь Я — оператор \ yp (dy), определенный на D(Q) = 

— oo 

= {= Курды ее} 

Поскольку 6’<е< (218 “ 12, а |D|<+ 00, onepatop fH; 

имеет конечный след 2\ g’ (t, 5, b) 46 < (2nt)~*/* | D| и поэтому 

D 

1) Значение у включается в список столько раз, сколько независимых 
решений ДЕД (А) у уравнения Л{/2=у}.
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вполне непрерывен; а значит, у оператора & счетный спектр 

0>1:>21.>2...|— 1). (3) 

Если и— собственная функция, соответствующая у, =0, то 

и|=|2\ <" 46 | < сопз- 2-9 0 (t+ +00); (4) 

таким образом, 

у: < 0, (5) 
как это утверждается в (1). 

Рассмотрим собственные функции [=р, fe, ..., соответ- 
ствующие значениям 

=> >... (ПР=УР |= (В, Ь) =0, п<мт). 

Так как е{=2 \ ef 46, то из результата задачи 7.4.2 и оценки 

с° < (211) “2 вытекает, что {Е С® (2); а пользуясь гладкостью др, 
легко проверить, что функция 

"| (а) |< 2 \ &° (фа, 6) |146 < 

<у? \ g’ (t, a, 6) f2 db У? } g’ (t, a, b)db< 

< Il FllsV Patton > (6) 

стремится к 0, когда а стремится к ОД. Это означает, что [ЕД (А). 
Но © = 4/2 на О (А) =) (3) (см. задачу 7.4.2); поэтому АН2 = 

= yf. С помощью теоремы Мерсера?) получаем, что 

g(t, a, 6)= У ен, (а), #>0, а еЕРхр, (7) 
откуда 

    

  

2 \ g’ (t,a,a)da= У\е№, #>0. (8) 
D >1 

Далее, . 

g’ (t, a, a) =~ (2at)~4— Ey {tf > тор, & (#— тар, ж(тор), а)} = 

=> (ant)? + ouub«a величины не более е-=/ при #10, аЕ О, 

(9) 
1) Значение ‘у включается в список столько раз, сколько независимых 

решений {ЕД (53) у уравнения 5} =у}. 
2) Курант и Гильберт [1: 198130].
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где =— половина расстояния от а до OD. Поэтому из формулы (8) 
вытекает 

>) eva! ~ (Qnt)-*? | D], #10. (10) 
n>1 

Применяя стандартную тауберовскую теорему !), получаем 

>) 1~ P| yl у — оо. (11) а р Omp*?r (S41 
  

Отсюда, полагая у =» и устремляя п к - со, выводим (2). 

Задача 1. Подсчитать собственные значения оператора 4/2 
для трехмерной области О: 0<Ё-< а, 0<Е<Ь, 0О<&-<с 
и проверить закон Г. Вейля (2). 

[Собственные значения равны — (л?/2) (Р/а? -- т?/6? -- п?/с?) 
(1, т, п>1); число тех из них, которые превосходят y ({ — °°), 

равно (приблизительно) (11) - (4/3) лабс. (2 | y |/m2)°* — o6bemy ocbMyLI- 
ки эллипсоида 

ВИНО, В, ь>о а2 ae 19529 33 ’ 

как это и должно ть] 

Задача 2. Вычислить функцию Грина для области О задачи | 
(см. Курант и Гильберт [1: 357 — 362]. 

  

7.7. Потенциалы и вероятности достижения 

Пусть Р—гриновская область с функцией Грина @, В— ком- 
пактное подмножество области ОР или открытое подмножество с ком- 

пактным замыканием Вс 0. Тогда вероятность достижения 

рв=Р. {тв < мор} является потенциалом \ С 4ев некоторой меры 

>0, сосредоточенной на OB. Функцию рв можно отождествить 
с ньютоновым электростатическим потенциалом множества В. 
Для компактного В это означает, что эта функция — наибольший 

из потенциалов | Gde< <1 (е>0), а для открытого В— что это 
В 

наименьшая мажоранта потенциалов \ Gde< <1 (e>0, ACB). 

Приведем доказательство для случая d=3, О= К, G= 

= (40) [а ||. 
Если В— ограниченное подмножество в А, то вероятность 

1) Дёч [1:203—216].
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Р. {тв (ит) <- оо}, убывая, стремится к 0 при #4 -{ со, потому что 

P,{ lim |x(é)|= + o}=1 
t t -+-00 

(см. $ 7.3). Введем меры 

ег (46) = = 1246. Рь {шв < - 00, mg (we) = +00}, e>0. (1) 

Очевидно, что 

ре (а) = \ G(a, 6) ве (db) == 
83 

+00 

= Ea ( \ € Px {tt <<+ 00, My (wt) = + 00} dt) = 
0 

+00 

=e \ Ра {ть (4) < -Е оо, шв (14) = + 00} dt = 
0 

оо 

== | [Ро {ть (#1) < оо} — Ро (шв (ше) < + 00}] dt = 
0 

== | Ро (ть (#1) < + оо} 4Ё 1 Ра {ть < + оо} = рь(а), #40. (2) 
0 

Рассмотрим ограниченную открытую окрестность А границы ОВ. 
Имеем 1) 

e3(R°\ А) ==12 \ Рь {тв < - оо, шв (ше) = -- со} < 
RA 

-1 l — 17/2 <= ab \ aa dt<   

RV A ° 

+ 3 о 

< соп3{.=1 dc ев /2 dt\0, e}0, (3) 
\ V 2nt8 

  

5 min l 

ЕЗ\ А 

где [— треть расстояния от 6Е ЮЗ А до ОВ. Кроме того, 

1 
зирее (4) <= < - ©; (4) 
e>0 AXA 

отсюда следует, что предел Ите,‚ =ез существует, сосредоточен 
=10 

1) При переходе от второй строчки к третьей используется тот факт, что 

{w: mg< + oo, тв (и) = + ©} С {ш: тов< }.
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на ОВ и имеет своим потенциалом р». Действительно, выберем 
такую последовательность & =: & >> 22...10, что существует Ите. =е 

elo 

(в смысле сходимости мер), и используем то, что \ С ае— эксцес- 

сивная функция. Тогда получим 

Pa {tty (wt) <-+ 00} =2 \ g(t, a, 6) pp db=lim 2 ( gpedb= 
© R3 

R3 

=lim2 \ edb ( Gee = lim | de.2\ gGab— 

— |422 | #04—2 | 24 | 646. (5) 

Поэтому рв= \ @4е, отсюда вытекают сделанные утверждения. 

Теперь нужно отождествить рв с ньютоновым потенциалом 

множества В. 

Пусть В компактно и даны потенциал р = \ С ае<! и точка 
В 

aéB. Econ АЬ— открытая (1/п)-окрестность множества В и рас- 
стояние от а до ОВ больше 1/п, то 

p(a)= \ G(a, 6) e(db) = \ Ев (од < + со, б(х (тол), 6)} е (46) =1) 
В В 

=| Ра {шел < + оо, х (тол) Е 46} р (6) < Ра {тол < + оо} == 
дА 

= р (а) | рв (а), п1- °>. (6) 
Так как на В`\ ОВ имеет место неравенство рв=12р, то р<рв 
всюду на R*\ oB. 

На самой границе ОВ или pg(a)=1>p(a), umn pg(a)<l. 
Но во втором случае Р. {ть =0} < 1, окр, в силу блюмента- 
левского закона 0—1 вытекает Ра {шв > 0} =1. Используя это, 
находим, что 

рв (а) = lim Ра {ив (и) < - со} = lim Еа [Рв (Хг)] = 

= im Ев {= < в, Рв (%г)} > > lim Ва {= < ть, р (хе)} = 

= — 1 Ра Ев [р (х.)] =р (а), (7) 

и доказательство закончено. 

1) См. (7.4.17). 

20—1209
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Если же В открыто, то из вероятностной картины ясно, что 
рв— наименьшая мажоранта потенциалов рд, если А пробегает 
компактные подмножества из В; значит, также и в этом случае рв 
является ньютоновым электростатическим потенциалом. 

Задача | (по Ф. Спитцеру [3]). При любом => 0 полная 
мера е, (Ю“) равна С (В), где С (В)— ньютоновская емкость множе- 
ства В, определяемая в следующем параграфе. 

7.8. Ньютоновские емкости 

Пусть, так же как в $5 7.7, Р—гриновская область и Вер. 
Ньютоновская электростатическая емкость множества В (относи- 
тельно ШО) определяется как полная масса С (В) ньютоновского 
электростатического распределения ез. Если В компактно, а гра- 
ница О) рассматривается как заземленная, то С (В)— наибольший 
положительный электрический заряд, который можно поместить 
на В так, чтобы потенциал соответствующего’ электростатическсго 
поля был не больше |. 

С (В) имеет следующие свойства: 

C(A)<C(B), ACB; (1) 

C (AU B)+C(Al)B)<C(A)+C(B); (2) 
C (B)<C (0B) =C(B); (3) 

С (В) = jit oe (A) если В компактно; (4) 

ADB 

C(B)= . зир C (A); если В открыто; (5) 

АСВ 

C (mB) =|m|**C(B), (6) 
если р = К? (4>>2), а т— движение пространства Ю“ как целого 
(|т|=1) или умножение на множитель | т| > 0. 

Гаусс [1] выяснил, что если потенциал р == \ С ае меры со зна- 

В 

KOM е неотрицателен в каждой точке из О, то и полный (алгебраи- 
ческий) заряд неотрицателен; это легко проверить, выбрав какое- 

нибудь открытое множество А > В и замечая, что е (В) == \ рА ае = 
В 

= \ рае >20 [см. (7.4.2)]. 
дА



7.8. Ньютоновские емкости 307 

Из этого результата Гаусса в силу того, что рА«рв (Ас В), 
вытекает (1). Формула (2) следует из того, что 

PAYB— Pa= P, {Mays < Map, Mp2 1100} < 

<Р. {мл < мор, Mane > Шор} = РА— РАпв. (7) 
Еще раз применяя прием Гаусса и пользуясь тем, что рв< рэв= р, 
доказываем (3). 

Пусть В компактно, и пусть даны такие открытые множества 

А} В, что существует lim ед =е. Тогда р = \ Gde<1, e(D\.0B)=0 
AJB 

u motomy C(A){e(0B)<C(B)<limC(A), что доказывает фор- 
A\B 

мулу (4). 
Пусть теперь В открыто, даны компактные А1В и открытое 

множество р > В. Тогда patpPs, поэтому С(А)= \ ро ед = 

= \ pa dept \ рваер = \ рраев = С (В), и формула (5) доказана. 

Соотношение (6) сразу следует из того, что для р = В" (4>2) 
функция Грина является постоянной, умноженной на |6—а|”“. 

Г. Шоке [1: 147—153] доказал бесконечную последователь- 
ность неравенств, аналогичных (2). 

Приведем их изящный вывод, принадлежаший. Дж. Ханту 
[2 (1): 53]. 

Пусть А, В+, В., .... Ви с-О. Будем обозначать через | под- 
множества множества 1,2,..., п; через |1|— число элементов в I, 
а через Ву — сумму Bo. Тогда 1) 

ОР. {ТА в, < ор, [< п, ША > ор} = 

=P, {mays,< Mop, l<n}—P, {m4 < map} = 

=— >) (—1" P, {Mays < Map} — P. {ТА < map} = 

=— >) (—y" 2 PAauUBy, — Pa: (8) 
mean 

Пользуясь приемом Гаусса, выводим результат Шоке: 

0<— > (=) 2 C(AU By)—C (A). (9) 
man = 

При п=2, если заменить 4, В., В› на АПВ, АХ В, В\ А, 
из этой формулы получается (2). 

1) Здесь используется формула Р.{ (1 Em} = — У, (—1)™ У, Р. (Е\). 
тзп т<п [|= 

Эта формула— дуальная по отношению к классической формуле Пуанкаре 
(см. В. Феллер [3: 104—105]). 

20*
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Задача 1. Обозначим uepe3 G=Gp(a, 6) функцию Грина 
ограниченной области Ро Ю“(@=0 вне Ох). С. Бергман 
и М. Шиффер [1: 368] показали, что 

GpiyDe + Gpinpe 2 Gp, + Ср». 

Используя метод, которым доказывалась формула (2), доказать, что 

k 
GpyUDsU..-UDn + 2 (—1) >) Чрипрьп...Пои, 20. 

SRgn 1<5<...< 

[Пусть АЕВ; тогда 

Ра(АП{х (ЕР. 0О. 0... О», $<1)> 

> Pa( U AN{x(8) Das 8<4)= 

=— № (—1* >»  Pal(AN{x(s)€Du, s<t}N.-- N 
i<h<n diac. ..<lp 

N {x(s)€ Di, S<t}) = 

=— > (—1 > Pa(AN {x(s)EDaN +» NDiys $<t}); 
i<k<n 1<<...< 

теперь подставьте вместо А событие {х(Е 46} и проинтегрируйте 
no .] 

Задача 2 (по Г. Шоке [1]). Проверьте, что если В: — откры- 
тые множества, А, — компакты, причем В; > 4: (1(< п), то 

С (0 В) oC U А) < 2 [C (Br) —C (A))]. 

[PU Be PU AL P, {mu 2B, < Maps My Ay? Mop} < 

<>) P. {tp,<Mep, Ma, > Шер} = > [Pr,— Pa, |; 
l<n l<n — 

далее используйте прием Гаусса.] 

Задача 3 (относящаяся к двумерным гриновским областям, 
рассмотренным в $ 7.4). Пользуясь связью между ньютоновскими 
емкостями и вероятностями достижения в двумерном случае, дока- 
зать критерий Какутани!): для компактного Вс К* имеем 
Р. {шз < со} =0 или 1 в зависимости от того, равна нулю или 
положительна логарифмическая емкость 

1 (B) = exp ( sup \ In|6—a|dede) . 
e>0 

e(B)==1 BXB 

(Используйте результат задачи 7.9.1.) 

1) С. Какутани [2].
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[1(В) равна нулю или положительна в зависимости от того, 

sup \ In|b—a|dede= —oo uiu > — 0; причем можно заме- 
е>0 

e(B)=1 BXB 
нить |п|6—а| на взятую с минусом функцию Грина С какого-нибудь 
круга О > В. Из принципа Кельвина (см. задачу 7.9.1) вытекает, 
что [(В)=0 или >0 в зависимости от того, равна нулю или 
положительна ньютоновская емкость С(В), т. е. в зависимости 
от того, Р.{тв < шо} =0 или > 0. Утверждение Какутани теперь 
следует из того, что вероятность Р. {шв -- со} постоянна 
(=0 или 1) на Ю?`\\ В (как это доказывается в 6 7.4).] 

Задача 4 (по Ф. Спитцеру и Г. Кестену и У. Уитману; 
см. Ф. Спитцер [3] и У. Уитман [1]). Пусть В-— компактная 
фигура с числом измерений 423. Обозначим через с(Г) объем, 
заметаемый фигурой В--х($) до момента 2. Задача состоит в том, 
чтобы доказать, что Ру { Пт t1¢ (t) =C (B)/2}=1. 

t со 

[Рассмотрим ] (=) —объем множества {а: ае В-+-х($) в какой-то 
момент $<в, но ни в какой из моментов, более поздних, чем =}. 
Используя задачу 7.7.1, проверяем, что 

ег (К°) _ С(В) 
9 e Eo [ef (e)] = 27} \ Ра {тв <, тв (и) = + со} 4а= 9 

Обозначим через и: сдвиг, сохраняющий вероятность Ръ неизмен- 
ной: х(Ё ш:) =х(Ё-+- 5) —х(5). Тогда > (а, ши—1)е) < с (пе), а так 

ksn 

  

как динамическая система и —> и” эргодична (в силу колмогоров- 
ского закона 0—1), из эргодической теоремы Г. Д. Биркгофа выте- 
KaeT, uTo lim f'c(t)>C(B)/2. Но, с другой стороны, 

t ¢ +00 

c(ne)< Dd) C(8, Wr—tye)s 
KE 

так что 

dim te (t) <e£ [e(e)] =e \ Ра {шв <=} аа= 
t +00 

=£0) 4 9 \ Ра {тв <, шв (и) < -- со} аа == 

  = о +const-e| Ey {(1-Н[х (=) |) ?*, mg<e}da= 

_ С (В) -1+( Pa{ma< se} == +const-e ‚\ Нар > Ца. 

Используя задачу 7.7.1 и очевидное равенство Ра {тв < =|х(=)=6}= 
= Рь {шв <:|х(=) =а}, находим, что последний интеграл стре- 
мится к 0 при ={ + о.]
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7.9. Гауссова квадратичная форма 

Гаусс [1:41 —83] сделал попытку построить определение 
ньютоновского электростатического потенциала компактного подмно- 
жества В гриновской области ), основываясь на том, что квадра- 
тичная форма 

G(e)=5 \ Gdede—e(B)}), e>0, (1) 
BXB 

принимает строгий минимум на ньютоновском электростатическом 
распределении е=ев. 

Приведем современное доказательство. 
Пусть е, 20 таковы, что G (én) int 6 (2) npH nft-+ со; тогда из 

е> 

+oo> lim G(e,)> lim sup [= inf G) én (B)®— en (B) | (2) 
n t -+ оо n t oo BXB 

ясно, что 

sup en (B) <-+ оо, (3) 

и это позволяет нам предположить, uTO cyulecTByeT lim ep = eo. 
п 4 со 

Тогда С (е) принимает наименьшее значение для е=е». Дейст- 
вительно, 

G(e)> lim G(en)> lim + \ GAmdenden—en(B) = 
n t +00 nt +00 BYR 

5 | СЛтае des — eso (B)}G (és), m+ oo. (4) 
BXB 

Отсюда следует, что для е> 0 

0 <lim e* [G (e+ 8) —G (eo) ] = \ G de de. —e(B)= 
e410 BXB 

=\ (Poo—1)de, Po= \ С 4е», (5) 
8 В 

если только все интегралы сходятся; причем в случае е < е» имеет 
место знак равенства. 

1) С — функция Грина области О.
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Если В таково, что ОВ принадлежит классу С*, то рв=| 
на В [см. 5 7.4] и в силу (5) имеем 

\ Gd (ey — ew) d (ep — so) = 
BXB 

= \ рв аев— \ Ро ев — \ Pp dew + \ Poo doo = 

=—\ (Po 1) deg+\ (pa — 1) dew <0. (6) 

Но это невозможно, если е» ==ев, как это видно из следующей 
формулы (в которой @ = €g — ew): 

+00 

| Gdede= ( dt \ e (dé) e(dn) g’ (t, & п) 1) = 
вх В 0 вх В 

+ со . 
= dt | ее? \ (5.4, 5) = (>, а, 1) аа) = 

аа (= (2, а, 5) e(asy)* (7) 
0 р В 

Вычисляя \ (В) = ШОС (е) для этого частного случая, получаем 
е>0 — 

у (В) = —£) . Перейдем теперь опять к общему случаю. Из соот- 

ношений 

v(A)<y(B), ADB; (8) 
y(B) => ( ры Че» — €x» (B) = —+ ex» (B) (9) 

и из формулы (7.8.4) легко видеть, что 

1 1 —2-(В)=ч(В)> —5С(В). (10) 
Отсюда получаем, что 

\ Са (ев— еъ) 4 (ев — еъ) = \ рваев—2 ( Poo dép + \ Poo deo < 
BXB 

<C(B)—2 \ (р»— 1) 4ев—9С (В)-+ \ (Doo — 1) Че» Е в» (В) < 

<е» (В) —С (В) <0. (11) 

1) 2’ — плотность броуновского движения с поглощением, соответствую- 
щего области О. 

2) См. задачу 7.4.1.
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Теперь, так же как в (7), устанавливаем, что ев = е», и утвержде- 
ние Гаусса доказано. 

Задача 1. Доказать принцип Кельвина: если В —компакт, то 

int \ Gdede=[C(B)I*}); 
20 Ye 

e(By=1 BXB 

причем при С (В) >0 

С деае > [С (В)]\, е>20, е(В)=1, 
BXB 

если е=- [С (В)]"! ев. 
[Пусть дана такая мера е> 0, что е(В)=1. При #>0 имеем 

122 G de de—te(B)> \ Саев аев—С (В), причем знак paBeH- 
BXB BXB 

ства достигается только при {е=ев. Если С (В) >> 0, то для дока- 
зательства достаточно положить #=С (В), а при С (В) =0 мы сразу 

получаем \ С аеде = -- со из того, что 
BXB 

Gdede>te(B)=t. ] 
BXB 

~
,
 

bo]
 

7.10. Критерий Винера 

Для любого компактного множества Вс- В" (4>2) событие 
тв = 0 измеримо относительно В.о, и поэтому (в силу блюмента- 
левского закона 0—1) Р. {шь =0} =0 или 1. 

Критерий Винера состоит в том, что 

Ра {тв= 0} =0 или 1 

в зависимости от того, сходится или расходится ряд 

> пс (В) (4=2); 
n>1 

a "4-0 (В) (4>3). 

Здесь С — ньютоновская емкость относительно некоторой сферы 
[6 —-а|=у>1 (у<- < в случае 4=2), а В, — пересечение мно- 
жества В с шаровым слоем 2771 <|6—а|< 2” (п>21)*). 

1) [C (B)]J-!= +00, если С (В) =0. 
2) Классические доказательства критерия Винера для потенциалов и задачи 

Дирихле см. Курант и Гильберт [2: 321—323], О. Д. Келлог [1: 330—334] 
и Н. Винер [2]. Сам Винер интересовался задачей Дирихле и не дал вероят- 
ностной интерпретации своему критерию. Впервые обнаружил его связь с броу- 
новским движением С. Какутани [2]; см. $ 7.12, где устанавливается связь 
между аспектами критерия Винера, связанными с задачей Дирихле и с броу- 
новским движением.
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Доказательство проведем для случая 4=3, а=0, у= оо. 

Пусть a 2"C (Bn) <-+ 00; Torga H2 

Ро {тв < + о} = Pap (0) =(40)* | [b|* enn (dd) < 

(42 2™4C(Ba) (2) 
и из первой леммы Бореля — Кантелли ясно, что для всех броу- 
новских траекторий, за исключением множества вероятности 0, 

2 ~97 

      
В4л+2 

Рис. 1. 

Шви = - со, начиная с некоторого п= п, < - со. Таким образом, 
Ро {тв = 0} =0, что и утверждалось. 

Напротив, если > 2"C (Bn) = + со, то a 241+2С (Ву) = Е о 

при каком-то 1—0” ‘L, 2 или 3. граничимся случаем ]=2. 
Из рис. | видно, что если положить шт» = min {t: | x (t)|=2-4"}, 
l,=x(mn) (п> 1), то 

Ро {х (РЕ Вил-> при каком-то ЁЕ [тл, ttn) | Bi... = 

=: Ри. {Хх (РЕ Вл-+2 при Kakom-mo t<m,}> 

> Ри. {Х (Е) Вт при каком-то #> 0} — 

— Ри {х (И Е Вт-+2 при каком-то #> пи} = 

= PBan+e (4) — Ета [PBanse (fn)] = 

=(4ny* | Це [п Вы (6—1 2) eons (40) > 
OBan+e2 

> (4)! С (Вил) [(2-4"-2 + Ул — (2-4" —_ 2-41-21] — 

= (41) °С (Вия) т 24" >> 24п-3С (Виз). (3)
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Но тогда в силу соотношений (3) 

dn = Po {x (2) 6 By j+25 [С [mtj+4, mj), jon} == 

= Eo {Po {x (2) ¢ Bintos [Е [и Mtn) | Bini)? 

х (1) ¢ Вуз, ЕЕ [+ 1, 11), ] >п}< [1 —24"-8C (Byn+2)] Чт « 

<П-— 24"3С (Ви) 1-2“ #9 -°C (Barns 1) 42)] Gran < 
<...<]] П-—24-С (Вуз+2)]. (1) 

72п 

Так как мы предположили, что ряд a 24420’ (Bin+2) PAaCXOMUTCA, 
п> 

то это произведение равно 0, откуда 

Ро {тв = 0} = lim Ро {шв < м} =1, (5) 
n t +00 

и критерий Винера доказан. 
Дж. Ламперти [1] нашел другое доказательство критерия Винера 

с использованием некоторого уточнения леммы Бореля — Кантелли. 
Критерий Пуанкаре!) состоит в том, что Ру {м =0} =1, если 

в Вс №3 содержится какой-нибудь маленький конус А с вершиной 
в 0. Это можно доказать при помощи критерия Винера; действи- 
тельно, емкости С (А»„) пропорциональны 2” (л>1)} (см. задачу 1 

ниже), и сумма Винера >) 2"С (В,) расходится. 
n>1 

Задача | (по Дж. Ханту [1]). Пользуясь изотропностью 
броуновского движения, дать непосредственное доказательство 
критерия Пуанкаре. 

[Пусть А< Вр— конус с вершиной в 0. Тогда Ру {тв =0} = 
= lim Po{mg<m,}> lim Py {l,€ A}=a>0, rae а есть умно- 

nt 00 nto 

женный на (4л) 1 телесный угол конуса А; для завершения дока- 
зательства нужно применить блюменталевский закон 0—1. ] 

Задача 2. Доказать для броуновского движения с числом 
измерений 4 > 3 следующее. Если В — замкнутое множество, уходя- 
щее в со, и Z- — событие, состоящее в том, что множество {1: x(t)E B} 
имеет предельной точкой + со, то Р. (2) =0 или | в зависимости 

от того, сходится или расходится ряд У» 2"“-С (В,), где В, — 
: n> 

пересечение множества В с шаровым слоем 271 < |х|< 2”, а С есть 
4-мерная ньютоновская емкость (аналогичный факт для случайного 
блуждания см. К. Ито и Г. П. Маккин [1)). 

1) О. Д. Келлог [1].
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7.11. Применения критерия Винера 

Рассмотрим жорданову дугу Вс: В?, т. е. образ единичного 
отрезка [0, 1] при топологическом отображении $: {—> Ю?. Пользуясь 
критерием Винера, а также прямым вероятностным методом, дока- 
жем, что в любой точке из В 

Р.{шв=0} =1. (1) 
Рассмотрим случай, когда 3 (0) == 0. 
Пусть л настолько велико, что 2" <: |%(1)|; тогда если В = 

= тах {#: |$ (1)|=2"`\}, а Б =пщ{Е ЕВ, |3 (6|=2"}, то 

А: = {3 (0): нь} а В, =В1П {2-1 || < 27}. = (0) 
Далее, пусть А. — отражение множества А, относительно пря- 

мой А, соединяющей 3(&) и $(15); тогда А лежит в (замкнутом) 

zi, 

x(t) 
Puc. 2. 

  

множестве Д.›, являющемся дополнением неограниченной компо- 
ненты множества Ю?`\\ A, А», причем ОА. = А, |) А» (см. рис. 1). 

Из принципа Кельвина 

C(By*= int \ G de de 1) (3) 
e(By=1 BxB 

(cm. 3afauy 7.9.1) u u3 Toro, To G~—(2n) 1 In| b—a| ana Manbx 
16—а|, получаем следующие оценки: 

C (Ay) ~ C(A2) (4) 
и 

С(4)1—< \ (— 116 —а) аее —<—2 11< 9 ш(2") — (5) 
АХА 

при п1- со, где [— длина множества А, а 4е— элемент длины 
дуги, деленный на /. С помощью рис. [| находим, что 

= <C (A) <C (Aj2) =С (94:2) <C (Ay U Ao) <C (Ay) + С (Az) < 
< 3C(A,;)<3C (Bn), nt+o. (6) 

1) С функция Грина для круга |3|< 1.
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Поэтому сумма Винера » лС(В») расходится. Отсюда сразу сле- 
п>1 

дует (1). 
Перейдем теперь к вероятностному доказательству. Пусть 0» — 

событие, состоящее в том, что траектория х (1): 0 << п! броунов- 
ского движения, выходящего из 0, обвивается вокруг 0 и пересекает 
саму себя, т. е. (замкнутое) множество, являющееся дополнением 
неограниченной компоненты множества А?`\\ {x(t): 0<t<n}}, 
содержит круг |$|<г. 

Из рис. 2 видно, что Рь(2.) >0. Мы можем изменить масштаб, 

сохраняя вероятностную меру: х (#} —> Упх(Ё/п); поэтому прип> 1 

0—< Ро (21) = 

=P» { Vinx (—) :0<Е< 1 обвивается вокруг 0 и пересекает себя} = 

= Ро {х (№: 0<1< п" обвивается вокруг 0 и пересекает себя} = 

= Ро (2) + Ро( 0 2м), nttoo. (7) 
Но ff) Zm€ Bio, и в силу блюменталевского закона 0—1 из (7) 

т> 
вытекает 

Po( {) Zn) =1 = Po {mp = 0}. (8) 

Здесь используется следующий факт, относящийся к топологии: 
броуновская траектория не может обвиваться вокруг 0 и пересекать 
саму себя для малых значений 2, не пересекая В. 

Перейдем к числу измерений 423. Пусть AEC[0, + со)--такая 
положительная функция, что 61 (5)10 при 610. Рассмотрим шип 

В: (61, 6», ..., 6) В, Ут... Е. < (6), &>0. 

Применим критерий Винера, чтобы установить, что 
Ро {тв =0} =0 или 1 в зависимости от того, сходится или 

расходится интеграл!) 

In (-7.) > (d=3), 

  

! (9) 
(20) a9), 

0 

1) Аналогичный критерий для 4-мерного случайного блуждания см. К. Ито 
и Г. П. Маккин [1].
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Например, в трехмерном случае для # (6) =е-Па 

—1 

\ In (=) 48 сходится или расходится 
b 

в зависимости от того, => 1 или в<1; (10) 

в случае d>3 для й=6| шЬ| ав 

1 

| (20.34 
0 

5 сходится или расходится в зависимости 

от того, < 0 или =>201). (11) 

Так как 61 (5)10 при 610, то Вь= ВП {21 <|6|<2"} 
при болыших т будет длинным и тонким, и можно оценить нуж- 
ным образом его емкость через емкости эллипсоидов 

6? _ ba— 3-Q-M-2)2 Е ребут. <   

5 _ (Ба—3:2—т-2)2 

Е+: 2nh remit a anh т -Е 9-2т-2 < |, 

Е. > Ви >Е-. 

Дж. Кристал [1:30] дает изящное доказательство того, что 
ньютоновская емкость эллипса 

И. 

    

отличается только постоянным множителем от величины, обратной 
к эллиптическому интегралу 

+00 

dt - | 
V (e3+ (а-+ь... (@-+0 

Отсюда, пользуясь тем, что 

2(e")?-4 In (d= 3); 

| Ser (s)™ a9), 

  

  

е — (12) 

е’ 

е4 =@2 =... == 6@4щ=е’, @а=е”, =" 10, 

находим поведение при т{- со величин С (Е-) и С(Е+), оцениваю- 

щих С (Ви). Получаем, что сумма Винера » 2-"@9-2)С (Вт) рас- 
т>1 

1) Ср. (11) с критерием Пуанкаре (см. задачу 7.10.1).
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ходится или сходится в зависимости от того, расходится или 
сходится ряд 

3 |in2"a(2™)[2 (а=3); 
>) (272 (2-™)]2 = (d> 3). (13) 
т>1 

Отсюда сразу следует (9). 
Рассматривая выше двумерный случай (см. формулу (7) и далее), 

мы попутно доказали, что двумерная броуновская траектория имеет 
бесконечное число самопересечений. То же верно для трех изме- 
рений, но не для четырех и более, как доказали А. Дворецкий, 
П. Эрдёш и С. Какутани [1], используя тот факт, что маленький 
отрезок {х ($): <$< Ей} броуновской траектории имеет поло- 
жительную емкость в двумерном и трехмерном, но не в четырех- 
мерном случае. Дворецкий, Эрдёш и Какутани [2] доказали также, 
что двумерная броуновская траектория имеет бесконечное число 
п-кратных самопересечений для любого п=2, 3,4,...; и вместе 
с С. Дж. Тейлором [1] доказали, что у трехмерного броуновского 
движения нет тройных точек самопересечения. Некоторые задачи 
еще не решены, а именно не доказано, что а) множество точек 
п-кратного самопересечения двумерной броуновской траектории 
имеет размерность 2 при любом п>2 и 5) что множество точек 
самопересечения трехмерной броуновской траектории имеет размер- 
HocTb |. 

Задача 1. Проверить, что для трехмерного шипа 

В: Уа?-- 5? <е-Ипс Ingc...Inn-scfflnn с}, 0<c <e;,} 1), 

Ро {шв = 0} =0 или | в зависимости от того, =<1 или E> 1; 
и применить этот результат для доказательства того, что для дву- 
мерного броуновского движения 

— = 

Рь{1х (6) |2> ет 1. тия ИИ, | 0} =0 или 1 в зависимости 
от того, 8>1 или нет. 

Это дает ответ на вопрос, поставленный А. Дворецким и П. Эрдё- 
шем [1:367]; см. также более точный результат Ф. Спитцера 
[1: 188] B § 4.12. 

[Для доказательства первого утверждения достаточно указать, 
что интеграл 

( (in— ... (п) *)-1 42 Гомо 
{ 

1) Inj=In, Inp=In(In),...; eye, eg =e%,..- 

 



7.12. Задача Дирихле 319 
  

сходится при =#>1 и расходится в противном случае. Чтобы дока- 
зать вторую часть, рассмотрим проекции х?(х!) трехмерного броу- 
новского движения на плоскость с=0 (прямую а=ф= 0) и поло- 

1 1 
—In—...In,— _ 

KYM fnr(t)=e \! ": (1<е»)). Заметим, что х?— двумер- 
ное броуновское движение, а х!1 —одномерное. Пользуясь законом 
повторного логарифма для х!', легко получаем, что при &=1 

lx?(Q|<falleOl<fr | V/ 3 In. + | <fn1(t) Ma OeckoHeyHoro 

числа моментов времени #10. В то же время при =>1 имеем 
Ро {|2 (| ИЕН, #10} =1. Отсюда, используя независи- 
мость хи х?, выводим, что если 0<Рь{|х? (|< (№ для беско- 
нечпого числа моментов времени #10}, можно выбрать & >t, > 
>...10 так, чтобы Рь {|х* (&,) | < ВЫ бесконечное число раз} =. 
Но lim Po{|xt(t)|<cz} =0; 3HaunT, sToro He MOET быть, и дока- 

t 

  

зательство закончено.] 

7.12. Задача Дирихле 

Рассмотрим классическую задачу Дирихле для ограниченной 
o6mactH DC R4(d>2): dana функция {ЕС (90); найти такую 

функцию иЕС(О), что Аи=0 внутри О и Ит и (а) =[ (5) в каж- 

aeD 
Oot mouxe bEOD. 

А. Лебег [2:350— 352] обнаружил, что в случае числа измере- 
ний (>>2 задача Дирихле поставлена некорректно; приведем его 
пример— так называемый шип Лебега. 

  

aD 

Рис. 1. Рис. 2. Рис. 3. 

Рассмотрим 4-мерную сферу, 4> 3, и прижмем к ее боку острый 
шип, так что она деформируется в поверхность О), изображенную 
на рис. !. Будем рассматривать ограниченную ею область О как 
комнату, кончик шипа как нагревательный прибор, причем на сте-
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нах (00) поддерживается температура {ЕС (90) (0<|{<1). Рас- 
смотрим крайний случай, когда {=0 всюду, кроме кончика шипа, 
где {=1. При #41-- со температура и внутри О будет сходиться 
к решению задачи Дирихле с граничными условиями и=| на ШО. 
Но тепло, излучаемое шипом, пропорционально площади его поверх- 
ности, и если кончик шипа достаточно острый, то человеку, сидя- 
щему в комнате, будет холодно, как бы близко к нагревательному 
прибору он ни сидел; иначе говоря, 

lim u(a) <1 =f (0). 
a—0 
a€D 

(Простое доказательство этого см. Курант и Гильберт [2 : 306— 
— 307].) 

Назовем точку БЕОД сингулярной, если Рь {тра р > 0} =1. 
Воспроизводя рассуждения Дж. Дуба [2], докажем, что функция 

и (а) = Ев ([х (тор)]), a€D, (2) 
является решением видоизмененной задачи Дирихле: найти такую 
ограниченную функцию и, что Аи=0 внутри В и lim u (a) =f (0) 

а> 

аёр 

в каждой несингулярной точке БЕ9О*). 
Пусть имеется броуновская траектория, начинающаяся в точке 

аер. Обозначим через т момент достижения ею поверхности 
маленького замкнутого шара Во) с центром в а; тогда тор = 
—= и -- Мор (м), и и (а) = Ва (и [х (1)]) является средним арифме- 

тическим от и по ОВ. Это означает, что функция и гармонична 
внутри О. 

Теперь рассмотрим несингулярную точку 6Е ОД (Рь {тра p=9} = 
=1). Пусть В. —шар |6 —а|<:=.. Обозначим через G функ- 
цию Грина для В. и выберем шар В, :|6—а|<е», < а (см. 
рис. 2). Так как функция Р. {тво < Мв,} является потенциа- 

лом \ Сае некоторой неотрицательной меры на д(В, \ 0), то она 

удовлетворяет условию 

та Ра {твьхр < ви} > Рь {Мвьхр < Mop} = 1. (3) 

aeD 
Устремив сначала =>, а затем = к 0, видим, что 

Ити(а) =] (5). (4) 

вер 
1) Н. Винер [2] доказал, что видоизмененная задача Дирихле (если опре- 

делять сингулярные точки при помощи критерия Винера) поставлена кор- 
ректно. Решение Винера совпадает с найденным ранее решением О. Пер- 
рона [1].
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Таким образом, доказано, что и является одним из решений видо- 
измененной задачи Дирихле. 

Допустим, что есть другое решение и. Выберем такие области 

О»,1О, что р, “О, а д)» принадлежит классу С?. При помощи 
критерия Пуанкаре (см. $ 7.10) проверим, что 

Ил (а) = Ва (9 [х (тор„)]), @E Dn: (5) 

сходится к 9(6), когда а)» приближается к БЕОП,. Так как 
в случае гладких областей для задачи Дирихле в ее классической 
форме имеют место существование и единственность решения, то 
и, = внутри D,. Если мы допустим, что 

Р. {х (мер) —сингулярная точка} = 0, (6) 

то из того, что и ограничена и приближается к [ в несингулярных 
точках из д), следует, что 

v= Нт и, =Е.( Ит 9 [х (мер, )]) = Е. (Р[х (моь)]) =и. (7) nt +oo nt oo 
Докажем теперь (6). Выберем открытые шары р. = Бер. ср; 

так, как это показано на рис. 3 (ре ререр. =. =), 
и обозначим через В,, => 0, множество тех точек из 9), в кото- 
рых электростатический потенциал р=Р. {шо о < тор, /\ Мор} 
не превосходит |—е. Множество В. компактно, объединение 
) В. является множеством сингулярных точек из OD. Tak kak 

=>0 
р. =Р. {тв < Мор, /\ Мор} <р<1—е на В., то, используя прин- 
цип Гаусса (см. $ 7.9), получаем, что 

C(Be)= | Gdesdee= \ рыдеь < (1—2) С (Ве), (8) 
e 

B,XB, B 

где @С— функция Грина области Оз Би, а ег — электростатичес- 
кое распределение для Вг. Но это означает, что С (В.) =0 (=> 0), 
откуда 

Ра {х (тор) —сингулярная точка, тор < тор, } = 

= lim Ра {х (тор) Е Вё, тор = mp, << Map} < 
2 

< lim Ро (тв, < тор, /\ Шор.} =0, a€D\ D,. (9) 
= 

Стягивая О. к точке, получаем (6). 
Вернемся к шипу Лебега. Мы теперь в состоянии полностью 

разобраться в этом примере. Если мы докажем, что точка DEOD 
сингулярна, то для функции [ЕС (00), равной 1 в 6 и меньшей 1 

21—1209



322 7. Многомерное броуновское движение 

во всех других точках, 

lim u (a) <<1=F (6), (10) 
a—b 
аЕёр 

где и— решение (2) видоизмененной задачи Дирихле !). Действи- 
тельно, пусть В — замкнутый шар |6 —а|<.= с центром в сингу- 
лярной точке 6; тогда 

1 > Ep (f [x (map)]) > Еь {тов < map, f [x (map)]} = 

= Fy {mag < map, u[x (Mteg)]} > Po {mos < map} A int u(a). (11) 
Geb. 

Устремляя = к 0, получаем отсюда формулу (10). 
Пусть дана произвольная точка а 0; распределение # (а, 46) = 

— Ра {х (тор) Е 46}, используемое в представлении и = \ h(-, db)f 
др 

решения видоизмененной задачи Дирихле, —это так называемая 
гармоническая мера на границе 00 относительно точки а. Об элек- 
трической интерпретации этой меры см. О. Д. Келлог [1]. 

7.13. Задача Неймана 

Рассмотрим открытый 4-мерный (4>.2) шар р: +... + <1. 

Пусть функция [ЕС (90) такова, что \ [ао=0?). Классичес- 
др 

кая задача Неймана 3) состоит в том, чтобы найти такую функ- 
цию и, гармоническую на О, что ди/ап == | на 00, где д/дп обоз- 
начает дифференцирование по направлению внешней нормали. 

Н. Икеда [1:416—426] нашел вероятностный метод решения 
задачи Неймана, который демонстрируется ниже для 4=2. 

Определим броуновское движение с отражением D Ha замкну- 
том единичном круге как косое произведение х = [г, @ (1)] бесселев- 
ского движения с отражением и независимого от него броуновского 
движения по окружности, совершаемого во времени 1(Ё)== 

t 

= \ г ($) 24$ (см. $7.15). Введем новую диффузию О”: х’ =х(#"), 
0 

где {=Е- + а t—G6eccemeBpcKoe OKaIbHOe BpemA B TOUKE 1, и рас- 
смотрим пространство С° (Р) функций и, определенных и ограни- 

1) Примеры сингулярных шипов можно получить, используя (7.11.10) 
и (7.11.11). 

2) 4о— равномерное распределение на OD. 
3) И. Г. Петровский [2:276—278].
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ченных на замкнутом круге, непрерывных в открытом круге и таких, 
что и (1, *) непрерывна на окружности. 

Ecau f€C*(D) uw &«>0, то нетрудно видеть, что функция 
{со 

Gof =E° | \ e—at fF (x*) dt | непрерывна на замкнутом круге. Далее, 

0 
как обычно, имеем @а_@в-(«—В) Сабв =0 (а, В>> 0), так что 
G,C* (D) = (®°) не зависит от &. Кроме того, из этого тождества 
получаем, что если Са} = 0 для какого-то © > 0, то 0 = lim aGof =f 

© $ +-о° 
на открытом круге, откуда следует, что 

0=a(Gsf)(1, 8) = Eau, ele \ е-ой} [1, 0 (1)1 1 (4#)] = 
{t:r()=1} 
со 

=Ea,o[o \ e-eff (1, omit) | ~ 
0 

{со 

— Ра, в) Ва, в [а \ e-aft (at) ]~F(1, 8), ао. (1) 
0 

Таким образом, отсбражение С: С’(Р) —> О (©°) взаимно одно- 
значно. 

Теперь мы можем обычным путем определить производящий 
оператор @°. Область определения ДО (©°) оказывается совпадаю- 

щей с классом таких функций иЕС(О), что функция 

( би, r<l; 
Gru=4 ди (2) 

an =H 
принадлежит классу С° (0); здесь © —это (локальный) стандарт- 
ный броуновский производящий оператор, определяемый формулой 
(7.2.3). 

Пусть функция {ЕС (90) такова, что \ [40 =0. Определим |° 
др 

как | на ОД и 0 внутри круга и введем функцию и=Е. [р (х`)]. 
Согласно Икеда, решение задачи Неймана с граничными значе- 
ниями | задается формулой 

со 

и= 1" = \ u dt. (3) 
0 

Для доказательства рассмотрим математическое ожидание Ef, 
соответствующее бесселевскому движению, и в определении и 

21*
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проинтегрируем сначала по круговому движению. Получим 

и = Ft {r (т) — l, У, ее уснет | , (4) 

т]|>0 

где с„ есть п-й коэффициент Фурье функции |[. Используя оценки 
Чо + 

[ juldt< | ater {r(pyai, Dy em ryo, |} = 
co 

  

0 0 [n|>0 

=EF{ J elon fen fae) | = 
{t:r(t)=1} |n|>0 

t 

оо —т2\ r(s)-2ds/2 

=Е# | \ У е }" [|+ (4) | < 
0 |n[>0 

{со 

< У lenlet[ | ен] = У |016 (3, к, 1) 9< 
|п!>0 0 |"|>0 

<> 1,16 (>, l, 1) < >, Ру > G(s. l, 1)" (5) 

[n|>0 In|>0 |nj>0 

И 

G(F,11)~=, atte, (6) 
co 

находим, что функция Са/” = \ е-и 4Ё ограничена при «10 и 
0 

{со 

сходится K U=Giof’ = ( и 4. Устремляя В к 0 в равенстве 
0 

(Gs; — СВ- (а— В) Соб} ] {= 0, получаем о = (а ([°- а9), откуда сразу 
следует, что ve D(G*) = C*(D) u G'u= —f*. Иначе говоря, 

( @и=0 внутри D; 7 
6*v= 

( _~ 4 __f xa aD, ”) 

что нам и было нужно. 

7.14. Пространственно-временнбе броуновское движение 

Рассмотрим пространственно-временное броуновское движение 

$ ($) = [2— $, х(5)], $20, (1) 
1) С—функция Грина для бесселевского движения с отражением.
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где х (5) :$> 0 — стандартное броуновское движение. Через Ри, а) 
мы будем обозначать меру, соответствующую пространственно-вре- 
менным траекториям, начинающимся в точке (Ё a)€ Ю1х К“. 

Дуб [4] заметил, что производящий оператор пространственно- 
временного броуновского движения есть ® = —0/0#- А/2, и исполь- 
зовал это для того, чтобы рассмотреть в) 
задачи передачи тепла 1 

+ Аи =0, (t, a)€ DS R™; 

и={еЕС (00), (Ё а) Е до, (2) 
как задачи Дирихле. 2 

Ограничимся случаем d=1, D= 
=(0, Г)х (0, 1) = {(6 а):0<Ь а<} 3 a 

и попытаемся применить метод вероят- > 
ностного решения задачи Дирихле для А. С 
Естественно ожидать, что решение и за- Рис 1. 
дачи (2) является интегралом от | по 
9Р относительно распределения точки первого достижения 

$ (1), м= пит {$:5$>0, $($)Е90}, (3) 

которое зависит от начальной точки $ (0) = (1, а)ЕР пространст- 
венно-временной траектории (см. рис. 1). Действительно, пусть 
Шо и и! — моменты первого достижения одномерной броуновской 
траекторией точек Ou 1, a В :О<а< 1 — математическое ожи- 
дание для одномерного броуновского движения. Тогда 

и (1, а) = Ец,, а) [ ($ (1))] = Ва {по < ви ЛЬ [Е ть, 0)} 
-- Ва {и < imp / é, f(¢—m, 0)}  Еа {# < Am, (9, x (t))} = 

  

      

со 

f (¢—s, 0) > nne-™*8/2 sin nna ds + 
n==1 

f (t¢—s, 1) >) nme—7328/2 sin na (1—a)ds-+ 

S
l
r
 ed 
O
R
D
 e

w 

+ 

n=1 

1 со 

+\ 2 У г "2/2 зп платил} (0, 6) 46. (4) 
0 n=1 

Легко проверить, что это в точности совпадает с классическим 
(дюамелевским) решением задачи (2), изложенным, например, 
у Г. Дёча [1:346 — 366]. 

Конечно, если говорить вполне точно, задача (2) поставлена 
некорректно, так как и=} нельзя задавать на 1х (0, 1) = др.
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Но интеграл в выражении (4) распространяется только на множе- 

ство Д`\\ 1Х (0, 1); это объясняется тем, что 1х (0, 1) имеет нуле- 
вые параболические меры относительно точек из О: 

Ра, а) {$ (п) Е1Х (0, 1)} =0, (Е, а) ЕР. (5) 
Задачи Дирихле, в которых решение определяется по извест- 

ным значениям f Ha части границы 00, выглядят несколько 
странно; но читатель вспомнит, что то же происходит для класси- 
ческой задачи Дирихле в плоских областях, обладающих простыми 

  

   
      

by 
ей Е fet) 

(-t.x(2) 
| | | С = a(t) 
is ‘1 

0 1 a 

Puc. 2. Рис. 3. 

концами. Так, например, Ох [0, 1] является простым концом для 
области С, находящейся «внутри рта крокодила Литлвуда», изобра- 
женного на рис. 2. Броуновское движение с остановкой на OC 
не может достичь этого отрезка, и значения f Ha нем не влияют 
на решение задачи Дирихле. 

Пусть р —открытое подмножество в К*. Точка, принадлежащая 
9), является сингулярной для пространственно-временного движе- 
ния, если момент первого достижения т = шЁ {$ :$ > 0, $ ($)600} 
положителен на множестве траекторий полной меры. Блю- 
менталевский закон О— | показывает, что в противном случае на мно- 
жестве траекторий полной меры ш=0. Например, для области 
(0, 1)? все точки 1Х (0, 1) = д (0, 1)* сингулярны. 

Теперь рассмотрим область О), лежащую на рис. 3 левее гра- 
dbuka f(—?f):t<0. 

Утверждение критерия Колмогорова ($ 4.12) состоит в том, что 
если [ЕС (0, 1], {Еф и Г/Р Е|], то точка О является регулярной 
или сингулярной для области Ш) в зависимости от того, 

\ 13/3 1е-Г/ —= -- со или <-- со; таким образом, критерий Кол- 
0 
могорова играет роль критерия Винера для пространственно-вре- 
менного броуновского движения (см. рис. 3). 

Доказательства критерия Колмогорова, данные Эрдёшем и Фел- 
лером, длинны и сложны, а доказательство Мотоо не элемен-
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тарно. Поэтому естественно спросить, нельзя ли дать новое дока- 
зательство этого критерия, аналогичное вероятностному доказа- 
тельству критерия Винера, оценивая вероятности достижения слоев 
(параболических), на которые разбивается дополнение к О, через 
(тепловые) емкости; но это открытая проблема. 

Задача 1. Рассмотрим движение, обладающее простым мар- 

ковским свойством, с вероятностями Рё {и ЕВ} (Ё>0, аЕ О, ВЕВ), 
зависящими от времени (мы временно отказываемся от нашего обыч- 
ного предположения однородности по времени). Иначе говоря, 

пусть распределение Рё {х (1) 646} состоит из единичной массы 
в точке 6 =а, а при & >В, а О, ВЕВ 

pi {Е В | Хх ($): н<;<Ь} = p? {wi, € B}, 

b=x (5). 

Задача состоит в том, чтобы доказать, что пространственно-вре- 
менноде движение в фазовом пространстве Q* = [0, + со) х @ с вероят- 
НОСТЯМИ 

Ра. (В*) = Pa {w;* € B*}, w*: t—>(t, х (В), а’ = ($, а ЕО", 

обладает простым марковским свойством, причем вероятности уже 
не зависят от времени. Другими словами, за счет добавления 
времени в качестве новой координаты можно избавиться от неод- 
нородности по времени. 

Задача 2. Пусть 0? = о? (1, а) —гладкая положительная функ- 
ция от пары (f, a)E (0, + со) хЮ\ и пусть Е—>х(Р) — траектория 
стандартного одномерного броуновского движения с вероятно- 
стями Р.(В). Рассмотрим при #>»0 обратную функцию |!" для 
единственного решения {=1($) уравнения 

8 

(в) = \ оз +1), x(Nldr, s>0. 
0 

Тогда неоднородное по времени движение с вероятностями 

Pt {wt € BY} = Pa {x(f)€ B}, (t, a)€[0, +00) x RI, 
является просто марковским и и(&, а) = Po {x(t;)< 6} ynosnetTsBo- 
ряет уравнению ди/0Ё= 1/0? 0?и/да? (Е < В); соответствующее про- 
странственно-временнбе движение есть диффузия с производящим 
оператором , 

и (6^и) ("= де 0 бд, a =(t, a€[0, +00) Ва. 
(Волконский [2] подходит к приведенной выше замене времени 
с другой, неожиданной стороны.)
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7.15. Сферическое броуновское движение и косые произведения 

Определим сферическое броуновское , движение ВМ |(5°) как диф- 
фузию на сферической поверхности 5“: |х|=1 <= Ю*1 с произво- 
дящим сператором, равным половине от сферического оператора 
Лапласа А = А%, замкнутого таким образом, как это делается 
в задаче 7.2.1: 

A? — (sing)! 5 (т ф) 1 a5 +-(sin p)-? А, (1) 

фЪ— широта, отсчитываемая от полюса; Ат . 

Движение ВМ (5!) получается при отображении стандартного 
одномерного броуновского движения на единичную окружность, 
получающуюся при отождествлении точек по модулю 2л. Движе- 
ние ВМ (5?) строится следующим образом. 

Пусть даны броуновское движение на окружности ВМ (S*) 
Cc TpaekTopHamu ¢—>6(f) и независимый от него лежандровский 
процесс ЕС ® на отрезке [0, д] с > производящим оператором 

оп от (0<=<9 (2) 
и траекториями #—>ф (1). Torna мы можем определить аддитивный 
функционал (шкалу времени) 

t 

(= [sin Ф ($)]-* 45, (3) 

который сходится при Ё#>0, если 0< (0) <л. Косое произве- 
дение 

является диффузией, так как процесс @ начинается заново 
в момент |. 

Вычислим производящий оператор @ этой диффузии. Пусть 
[— произведение гладкой функции от широты е- =е- ($), обращаю- 
щейся в нуль в точках 0 и л, и гладкой функции от долготы 
е. =е. (0). Тогда при #410 

Ey x Eo [f (¥)] = Eq le- (@ (¢)) Eo lex (8 () = 
= Egle-(¢ 6 [ e+ (8) + с; ” | +o) =e- (9) e+ (8) + 

> (sin 945 Gq sin ф—— = е_ (ф) е+ (0) &-- 

+e-(p) +e" (8)(singy*#-+o(t), (5)
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т. е. для таких функций @}=А[/?2. Отсюда сразу следует, что 
рассматриваемое косое произведение — это движение ВМ (5?). 

Аналогичным образом можно представить ВМ (5°) в виде косого 
произведения лежандровского процесса ЕС (4) с производящим 
оператором 

1... a 97. _- 9 x (sing) (sing (0<@ <a) (6) 
и независимого от него сферического броуновского движения 

t 

ВМ (5“-1), совершаемого во временной шкале {= \ ($11 ф)-? 4$. 

0 
Движение ВМ (Ю“) тоже можно представить в виде косого 

произведения его радиальной (бесселевской) части ВЕЗ (4) с произ- 
водящим оператором 

11 д? 4—1 9 x (ort) (>9 (7) r2 r 

и независимого от этой части сферического броуновского движения 
1 

ВМ (5°!), совершаемого во времени {= \ г; 4$; доказательство 

0 
проводится так же. 

Формулу с косым произведением ВЕ$З (2) х ВМ ($!) =ВМ (Е*) 
можно использовать для проверки результата Ф. Спитцера [1: 194], 
состоящего в том, что для двумерных броуновских траекторий, 
начинающихся не в 0, полный алгебраический угол ф (Ё), заметае- 
мый К моменту 2, имеет предельное распределение 

  

а 

29 (t) А db 
tim P. {oe Saf =)" | ты. 6) 

Tak Kak BM(S1)—osTo движение ВМ(Ю!), рассматриваемое 
по модулю 2л, то ф совпадает по распределению с одномерным 
броуновским движением ВМ(Ю!), совершаемым в независимой 

t 
. re er 

от него бесселевской временной шкале \ rs’ ds. Это показывает, что 

<>
 

a f -9 
-> \ rg ds 

E, [eer =F fe 8 |, (9) 

Взяв преобразование Лапласа, получаем, что функция 

+ == 5 reds f= \ е-В Е. [6998] dt= E, [ \ e—Bte 0 dt | ’ В > 0, (10) 

0 0
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зависит только от радиуса и удовлетворяет уравнению 

1 (9 1 д a2 

Вычисляя функцию Грина для уравнения (11) и решая его, 
находим 

f (a) = Кл (ИЗВа) \ Пе (V 2B) 26 db + 
0 

{оо 

+Лел(И 28а) \ К (УВ) 2646. (12) 
а 

Используя таблицы А. Эрдейи [1(1): 284 (56)] для обращения 
преобразования Лапласа, получаем 

{со 

Е. [6199] — (24-1 е-аьлн] (>) 2b db, (13) 
0 

a=r(0)>0. 

Подставляем сюда 2a/In¢, BmMecto а, полагаем #1 - со и оконча- 
тельно получаем 

2% аз 

Е. [eta2o(t)/in t] — (21 \ е 2 Joreyine(ab/t) 2bdb ~ 
0 

{со 

~ ( аш ( и) ее (1 + 641 db. (14) 
0 Vi м 
Поучительна статья С. Бохнера [2], где он рассматривает сфери- 

ческие процессы с независимыми приращениями; броуновские дви- 
жения на сферах являются их частным случаем. 

А. Р. Гальмарино [1] доказал, что самая общая диффузия 
с числом измерений 4>2, изотропная в смысле инвариантности 
ее распределений относительно (полной) группы вращений О (4), 
может быть представлена в виде косого произведения ее радиаль- 
ного движения и сферического броуновского движения ВМ (5°1), 
совершаемого в некоторой случайной временной шкале |, которая 
является аддитивным функционалом от радиального движения. 

  

Задача 1. Используя замены времени и косые произведения, 
проверить, что если взять участки траектории двумерного броу- 
новского движения, находящиеся в круге Е?: г<1, и вращением 
сомкнуть их друг с другом, как это показано на рис. 1, то полу- 
ченное движение совпадает по распределению с броуновским дви-
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жением с отражением ВМ+ (Е*), производящий оператор которого @+ 
равен 4/2, и*(1, 9)==0, О<90—<2л (и+— производная по напра- 
влению внешней нормали). 

[Рассмотрим радиальную часть от ВМ (Е?) — бесселевское дви- 
жение ВЕЗ (2) и пусть 1(Ё) — время, которое это движение прово- 
дит в [0, 1] до момента Ё. Если заменить в движении ВЕ$ (2) 
временную шкалу Ё на |*, то получится бесселевское движение 

Рис. 1. 

с отражением; ВМ+ (Е?) является косым произведением этого дви- 
жения и независимого от него броуновского движения по окруж- 
ности ВМ ($1). Угловая часть этого косого произведения равна 

t 

9 | \ r (7)? ds | ‚ где 8@=BM/(S'), r=BES(2). Так как Ё есть 
0 

mes {s: r(s)<1, s<f' (A)}, To, заменяя в интеграле, стоящем в скоб- 
о 

ках, $ на |($), получаем 9| \ г? df | . Но это выражение сов- 

0 
t 

падает по распределению с угловой частью | \ r(sy*ds | стан- 
0 

дартного броуновского движения, из которой выброшены участки, 
на которых процесс находится вне E£?.] 

Задача 2. Рассмотреть движение на плоскости с производя- 
щим оператором ® =4/2, если г<1, и @ = (7*/2) Д, если г? 1. 
Переведя при помощи инверсии г—>1/г участки траектории вне 
единичного круга внутрь этого круга, проверить, что полученное 
движение является диффузией, н найти его производящий опера- 
Top @*. 

[Оператор @ не меняется при инверсии, поэтому полученное 
движение оказывается марковским. Оператор ®+ равен Д/2 с гра- 
ничными условиями и*(1, .)=0, иеО (6+), т. е. это броунов- 
ское движение с отражением. |
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Задача 3. Функция Грина для 4-мерного броуновского дви- 
жения (4>2) равна 

+00 

G(a, a, => \ eat (21:9? e—|b—a2/2! df — 

0 

Kaje-1(V 2a|b—a|) (15) 
__ —d/2 V2a = (2m) (4 = 

(см. A. Spnetu [1 (1): 146(29)}. Ucnonb3ya косое произведение, 
представить С в виде 

(ол) Iy(V Bar| al) Ko(V Be | |) + — 
+7 5 In(V2alal) Ke (V 2261) возп(6— 60), 

а= (|а|, a) =(|5|, 9), |al<|o], (16) 
в случае 4=-2; а при а>3—в виде 

Г (4/2 _ И, > (21-42) С? (6, 6.) х 
n>0 

2(d—2)x 

x fa Tsseny (V 2a | a|) [0 | Кзни (У а [6 |), 

НЕ (п) = / n(ntd—2)+($—-1)’. (17) 

У А. Эрдейи [2(2): 44(4)] имеется утверждение (16), но не (17). 
Здесь С9-2)/2 — многочлен Гегенбауэра, содержащийся в правиле 

сложения сферических гармоник порядка п: 

Г (4/2) 2 а—2 _ 
а ae cy 2/2 [(6,, 9.)] — У Sn (0,) Si (82), 

l<m(n 

  

  

где т (п) — число сферических гармоник порядка п; см. А. Эрдейи 
[2 (2): 243 (2)]. 

[Имеем | 

—(n/2)(n+-d—2) \ г(3)_ 243 

(Guf)(r, 0) =E, | т г 4 У! е ох 
п>0 

х ХУ 50 | (ФГ, 9], 
1<т(п) 

где Е, — математическое ожидание, соответствующее бесселевскому 
процессу. отм 

п Г (4/2) 2 d—2 G= Ус (а, [а|, |6] ее ore cl?” 1(0,, 02),   

n=0
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где а” — функция Грина для процесса ВЕ$ (4) с убивающей мерой 
п(п-+та-—2) 3 дг; т. е. С" — функция Грина 

0" (а, 5, п) = 1-4) (У 295) у! Ки) (У 2а т), 

++) =И п(и+4—2)+ ($+—1)”, < 
соответствующая 

17d? , 4-14  n(n+d—2) 
=> (fate Se) 6. 

Задача 4. Построить диффузию на замкнутом единичном 
круге Е?, совпадающую по распределению с ВМ+ (Е?) вплоть до 
момента ШоЕз и такую, что для гладкой функции иЕДО (®) 

. д2и* . ди’ 1 
раша (1—0, -) - рз (и) (1—0, -)= р; “ав +5 2; 5 

и° =u(l, 9), Po, Ps, Pos p, = 9, Pot pP3=l. 

(Использовать косые произведения и локальные времена.) А. Вент- 
цель [1] изучил это движение с другой точки зрения; см. также 
Н. Икеда [1], Т. Уэно [2] и 6 8.5. 

[Рассмотрим бесселевское движение на [0, 1] с производящим 
оператором @+ с граничными условиями ри’ (1) - рз (®*и) (1) = 
=0 для иёр(@+) и независимое от него стандартное броунов- 
ское движение 09 по окружности. Пусть + — бесселевское локаль- 
ное время в точке г=| (при р›=:0 полагаем += (Ё— пи) \/ 0). 
Тогда движение, которое нужно построить, задается косым произ- 
ведением 

t 

[ r(é), @[ \ r(sy2ds+ pst (t) | +ait(t)], ¢>0. 
0 

Действительно, это движение является марковским; до момента 
окз ОНО СОВПАдает со стандартным броуновским движением; и про- 
стое вычисление показывает, что для гладких {| функция и= Оч] 
удовлетворяет условию 

  

  

. 02° patty (1—0, +) + рз (и) (1—0, -)= р; 9-2: ат -1 
7.16. Вращение 

Рассмотрим 4-мерное косое произведение 

[^(Р), 9(1(2))], >20. (1) 
Пусть радиальной частью будет несингулярная консервативная 
диффузия на [0, | со) со шкалой $ и мерой скорости т, причем 
граница 0— вход, но не выход, а + со —не выход. Угловая часть
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пусть будет независимым от радиальной части (4—1)-мерным 
сферическим броуновским движением, совершаемым во временной 

со 

шкале 1(7) = \ +(1, г) [(аг), где +— локальное время для радиаль- 
0 

Horo процесса, а {[— неотрицательная мера, конечная для компакт- 
ных подмножеств из (0, - со). С помощью простой выкладки 
получаем, что это косое произведение является диффузией с произ- 
водящим оператором (локальным) 

ut (dr, 8) -+ 1 (dr) > (Аи) (г, 0) 
Gu (r,8)= т (а) ’ г 0, (2) 

и операторами Грина 

  

+ со 

Сое+е- =Е. | \ e—“e, [r(t)] dt \ р (1(1), -, 0) е- (0) 40. — (3) 
. el 

Здесь А есть (4—1)-мерный сферический оператор Лапласа; 
е. =е. (г) — функция от радиуса, е-=е- (9) — функция на сфере; 
Е.— оператор математического ожидания для радиального про- 
цесса. Ядро под знаком интеграла — это переходная плотность для 
броуновского движения на сфере 

РС, в, 0.) = Зем > Sn (61) Sn (0) (4) 
где ‘у„— собственное значение л(п-+4—2)/2, общее для сфери- 

ческих гармоник 5»: 1<m(n) nopayKa n((1/2) AS; = ynSn)- 
Мы хотим выяснить, можно ли это косое произведение допол- 

нить до диффузии на всем Ю9? 
Ответ отрицателен, если 

1 

| (2) (98) >— =. (5) 
0 

Действительно, операторы Грина дополненного движения должны 
отображать С (В“) в себя. Если е+. ЕС[0, + оо), е. (0) =. 0, ае_— 
сферическая гармоника порядка п > 1, то е,е_-ЕС (В“). Выражение 

{со 

(Сае+е-) (0) == Шт (@шезе-) (&, 8) = lim E, | \ e—%He, evnt dt | e. (8) = 
210 210 5 

—E, a e-ate, eval dt | e_(0) (6) 
0
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может не зависеть от 9 только в том случае, когда 

+ со 

E,| e-mail de | =0, 

т. е. когда 

Po {t(+0)= + ©} =1. (7) 

Но как мы знаем из $ 4.6, 

Ро {{(- 0) = + <} =0 или 1 в зависимости от того, сходится 
i 

или расходится (к — со) интеграл (81 (dE). (8) 
0 

Формула (7) означает, что траектория входит в R*\ 0 us 0, 
вращаясь так же, как сферическое броуновское движение, опре- 
деленное при — со <&<0, когда Г от — со доходит до конечных 
значений. 

Для доказательства этого утверждения рассмотрим угловую 
часть 0+ траектории, входящей в Ю“\\ 0, и заметим, что распре- 
деление Ру {60+ ()Е 40 |г($): $20} должно быть равномерным по 
сфере. 

Пусть |1 > Ии=1—я>Ь=1—5$2>... >26 =1— $ > 0. Поло- 
жим Г(И=ЕЬ и ,) (0<1<1); нетрудно видеть, что 

Ро {6+ (1 —51) Е 40,, 0+ (1—5) 6 46., ... 
cay OF (1 — 5p) €dOn |r (f): O<E<1, 0*(1)} = 
= dO, p (Г (tn-1 —tns Win), On, On-1) dOn-, X «.. 

16. X P( (tats, iy), 93, 9) dBe x p(T (ty —fe, Wig), 2, 84) dO, x 

x p(t (L—ty, wi), 91, 87 (1)) = p (0 (s1), 8% (1), 81) dO, x 

x p(t" (S2) —U (4), 91, 92) dO. X ... 

26 e X P(C (Sp) —UT (Sn-1)s On-1, On) dOn- (9) 

Но полученное утверждение означает, что при условии, что 
фиксированы г(№: О<Ё<Т и 0*(1), процесс 0*(1—5$): 0<;<! 
совпадает по распределению с процессом 0 (Г ($)): 0<$< 1, выхо- 

дящим из точки 60 (0) =6+(1). Так как 
со 

г-0=ит а, ид а =С) =, (10) 
t+ 9 

то предложенная интерпретация условия (7) доказана.
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—_
 

Попутно мы получаем, что необходимое условие \ sdi= — oo 

является также достаточным для того, чтобы косое произведение 
можно было дополнить до диффузии. Действительно, пусть г (0) = 
9 — независимое от радиальной части сферическое но 
движение, определенное при — © <<; и пусть 0 (0) имеет 
равномерное аспределение по сфере. Тогда нетрудно видеть, что 
входящая в ЕЮ“ \ 0 траектория 

0, [=0; 

[ (2), 9(—Г(1—2)], 0<1<1; (11) 

[" (2), 9 (1(#— 1, “1))], Е>1, 

обладает марковским свойством и на Ю“\\ 0 совпадает с косым 
произведением (1), причем операторы Грина отображают С\(В“) 
в себя. 

Задача 1. Дать полное доказательство всех утверждений, 
сделанных относительно процесса (11). 

Задача 2. Используя критерии Эрдёша — Дворецкого и Спит- 
цера из $ 4.12, вычислить скорость роста Г (1) (#41) для произво- 
дящих операторов 

d—1l1 0 G=— > (Sat or tte 24), e>0, d>0. 

Задача 3. Найти все изотропные марковские пополнения 
1 

Kocoro произведения (1) в случае \ s (E) 2 (d&) >— оо. 
0 

7.17. Индивидуальная эргодическая теорема для стандартного 
двумерного броуновского движения 

Рассмотрим стандартное двумерное броуновское движение. 
Пусть е=е (Р) —аддитивный функционал от броуновской траекто- 
рии. Мы можем определить такую неотрицательную меру е (46), 
что для любой гриновской области О 

E, [e (tttep)] = \ Gp(a, b)e(db), a€D, (1) 
D 

где С, — функция Грина области О. Чтобы доказать это, доста- 
точно заметить, что левая часть равенства (1)—эксцессивная 
функция от а6рР. и применить результаты $ 7.5. (Относительно
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таких броуновских аддитивных функционалов см. Г. П. Маккин 
и Х. Танака [1], а также $5 7.19.) 

Как и в одномерном случае ($5 6.8), мы докажем, что 

P,{ Jim 240 = Sea} <1, ecru 0<e(R)<to0, (29   

lim P Tye (t) <ue(R)} =1—e", u>0, 
пе °С ПЕ 

0<е(К?) <- <. (2b) 

Элементарным примером аддитивного функционала является 
t 

(0) = | Fle (s)] ds; (3) 
0 

Ada Hero e(db)=2f(b)db. B stom частном случае формула (2а) 
была доказана Г. Маруяма и Х. Танака [2], а формула (2b)— 
Дж. Каллианпуром и Г. Роббинсом [1]. 

Докажем эти формулы в общем случае. Предположим, что 
х (0) =0 (это не ограничит общности), и введем обозначение пу = 
= пит {Е |х|=1}. Определим м’ (п>0) как последовательные 
моменты возвращения на окружность |а|=1 через |а|=2; т. е. 
положим 

00 = ИИ, Ш” = ПЕ Ш (М и-1) (п> 1), ш=Ш- ии (Win,)- (4) 

В силу изотропности х последовательность е„ =е (м") —е (1) 
(п>1) инвариантна относительно сдвигов, и из индивидуальной 
эргодической теоремы Биркгофа вытекает, что существует у= 
= Ит е(м”)/п. Случайная величина ‘у измерима относительно 

п {оо 

о-алгебры () B{x(t):f>>n}, которая совпадает с о-алгеброй 
n> 

( Bex (1/2): t<1/n}. Tak kak npouecc [fx(1/t), po] wMeeT Te xe 
n> 
распределения, что х(Г), то, согласно блюменталевскому закону 
0—1, эта величина постоянна; а из эргодической теоремы Биркгофа 
вытекает, что ‘у = Бо (е1), т. е. 

. @ (17) _ _ 
Po { lim, = Ро (e1) } =]. (5) 

Пользуясь аддитивностью е и изотропностью х, легко полу- 
чаем, что 

Ео (е4) = Бо [е (и) —е (110)] = 
25 

== \ dO [Ec1, 0) (€ (tM2)) + Eva, в(е (ин))] = 
0 

  

22—1209
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2m 

=5х \ 49 [Еа, ® (© (ть) + ип Во, в) (е (пы Л иь))] = 
0 aire 

1 
2п 

>
—
\
 

40 [ \ би» (1, 6), 6)e(db)-+ lim | Gyn (2, 6), 6)е(46) | = 
`В? nt oo 9, 

an 

= \ e(d) 55 |291 (1, 9, 6)-+ im Gin (2s), 6148, (6) 
rye Функция Грина области 2. а Си— области 1 < 
<|а|< п. 

Подинтегральная функция @(5) внешнего интеграла в силу 
изотропности процесса х, очевидно, является функцией только от 
радиуса С (]6|); она полунепрерывна снизу как предел неубываю- 
щей последовательности непрерывных функций. 

Применяя формулу (6) к функционалу (3), соответствующему 
неотрицательной функции от радиуса {, получаем 

m1 00 

В. | \ Ех ($)] ds | =2 | 64507645 —4т G(r)f(r)rdr. (7) 

mo 

С другой стороны, мы можем вычислить это математическое ожи- 
дание, пользуясь бесселевским процессом О’: г(=|х(1)|. Обо- 
значая через и’ момент первого достижения этим процессом точ- 
ки | через точку 2, а через +’ — бесселевское локальное время, 
имеем 

, 
т 

a 
Eo[ \ Fdx(s)lds] = £i[ \ Fleas | = 

m0 0 

+00 

= Fj | # (ит, r) f(r) 2r dr | = 2 Ei (t (av, Ni) f(r dr= 

+00 

=2 \ In2f(r)rdr (8) 
0 

[см. (6.8.6)]. 
Сравнивая (7) с (8), получаем, что С (г) = п2/2л для почти 

всех г, а поскольку функция G(r) полунепрерывна снизу, это 
верно для всех г. Иначе говоря, 

. n In 2e (R2 

Po { tim f= bl. (9) 
Так же как в $ 6.8, из (9) получаем (2a).
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В силу (2а) достаточно доказать формулу (2Ъ) для е(1) = 
t 

= \ Ех ($) |] 4$, где [>20 и 0< \ (г) гаг < + оо. Это можно 

0 
сделать, используя бесселевский npouecc D*: r (¢t)=|x(¢)|. Имеем 

P, [ее (0) < ие (В) = 
t ree 

— Pi {az | Fir(lds<4u \ f(ryrdr} = 

со t 
= Po {г Га < \ f (r) 2r dr \ . 

0 

Согласно задаче 6.8.4, при #1- со последнее выражение стре- 
мится к | —е“. 

Об эргодической теореме для общих марковских процессов см. 
Т. Харрис и Г. Роббинс [1], Г. Маруяма и Х. Танака [2] 
и Т. Уэно [1]. 

7.18. Накрывающие броуновские движения 

Пусть К — накрывающая поверхность без ветвления для откры- 
той связной области дс К?*, и пусть ] означает естественную 
проекцию поверхности К на О. Выберем точку о на К и рас- 
смотрим траекторию, начинающуюся в о и накрывающую !) стан- 
дартную броуновскую траекторию х(Г): {< мор, начинающуюся 
в точке ](0), как это изображено на рис. 1. 

Пусть м — марковский момент для накрывающего движения. 
Проектируя при помощи |, видим, что м является марковским 
моментом также и для первоначального движения; а так как оно 
начинается заново в момент и, то из определения накрывающей 
траектории следует, что и накрывающее движение начинается 
заново в момент Mt. 

Легко видеть, что накрывающее движение является диффузией 
и что в малом ее производящий оператор задается формулой 
@и = (1/5) [Аи (7 "*)] (Г), где /1— локальное обратное отображение 
для локального гомеоморфизма ]. 

С помощью накрывающих движений мы можем дать простое 
доказательство результата 1. Леви [3: 270], состоящего в том, что 
если |— непостоянная регулярная функция на открытой связной 
области р < Р?, причем | не обращается в 0 нигде на О, то 

1) Зейферт и Трельфалль [1:212 —217}. 

22*
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композиция ] и стандартного броуновского движения на О пред- 
ставляет собой стандартное броуновское движение на ] (О) с заме- 
ной времени. Приведем доказательство: Р — накрывающая поверх- 
ность без ветвления для ]|(0) с естественной проекцией }; 
накрывающее движение стандартного броуновского движения на 
1(Р) есть стандартное броуновское движение на О с некоторой 
заменой времени. Если сделать обратную замену времени в обеих 

К и, А 

4st 

    
J 

t():t=0 

Jt) = j(0;) =j(0,) 

Рис. 1. Рис. 2. 

К
 

С
 

<
 

.- 
& | 

Ey
 

  52 

траекториях — накрывающей и первоначальной, то видно, что, 
проектируя при помощи ] стандартное броуновское движение на О, 
получаем стандартное броуновское движение на ] (2), протекаю- 
щее в обратной временной шкале. 

Из результата П. Леви следует, что с точностью до замены 
времени двумерная броуновская траектория конформно инвариантна. 

В качестве простейшего примера рассмотрим стереографическую 
проекцию двумерной сферы 5? на К: 

js (x1, Xe 2) 698 (7A, 7A) ER. Хз 1— x3 
  

В этом случае 
—_ 1 Год 1 @ 
=z (1 —cos‘p) | snp ap SY Sp tanr yg or 

где О<ф<лр— широта, отсчитываемая от полюса, а 0<9<2л — 

долгота. Таким образом, накрывающее (стереографическое) броу-
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новское движение —это стандартное сферическое броуновское дви- 
жение ВМ (52), протекающее во временной шкале [1 (1), где 1 (Г) = 

t 

-  П—с054 (8) 48, а p(t): #>0— широта для ВМ(5) 
0 
В качестве следующего примера рассмотрим проекцию ]: и —>е” 

римановой поверхности Ю? для функции ш=пг на R?\_0 (cM. 
рис. 2). Здесь 

| _ 1 0? 02 6=F// @)tA=pe-™ (Sa+ aR) | 
W=W, + iW. 

Таким образом, накрывающее движение здесь —это стандартное 
броуновское движение ВМ (Ю?), совершаемое во временной шкале 

t 

pi(, rae f(é)= \ e2%1(8) ds, a x, (t): > 0 —горизонтальная состав- 
0 

ляющая движения ВМ (Е°). 
Это движение бесконечное число раз достигает каждого круга; 

значит, таким же свойством обладает и накрывающее движение. 
Так как накрывающая траектория переходит с 1-го листа поверх- 
ности на ]-й, когда накрываемая траектория обвивается /—{ раз 
вокруг 0, то эта траектория обвивается против часовой стрелки 
вокруг 0 и свивается обратно бесконечное число раз (для накры- 
вающего движения это означает, что оно возвращается в полосу 
0< Wo << 2m). 

В качестве третьего примера рассмотрим проекцию | эллипти- 
ческой модулярной фигуры !), изображенной на рис. 3, на проко- 
лотую плоскость А? (0 |] 1). В этом случае ]—это композиция 

1—1 и--1 
дробно-линейного отображения ] (№) =—5-*;_ г открытого единич- 

ного круга || < 1 на полуплоскость и', > 0 и функции ]› = А? = 
= 030;*, составленной из эллиптических функций Якоби и отобра- 
жающей полуплоскость и» > 0 на проколотую плоскость. Опера- 
тор ® равен (1/5) |} (№) |-? (02/0 + 0210?) для |ш| < 1, а накры- 
вающее движение — это ВМ (А?) с временной шкалой {* (1), которая 
растягивается, когда накрывающая траектория выходит изнутри 
круга к границе | |=1. Из того, что листы накрывающей поверх- 
ности соответствуют элементам фундаментальной группы проко- 
лотой плоскости (свободной группы с двумя образующими), легко 
вывести, что броуновское движение на плоскости при #41-- со все 
более и более запутывается вокруг точек 0 и |1 и больше не рас- 
путывается. 

  

1) Курант и Гурвиц [1: 433].
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Дополнительные сведения о накрывающих броуновских движе- 
ниях можно найти у С. Какутани [3]. 

Задача 1. Почему броуновское движение на дважды проко- 
лотой плоскости не может распутаться? 

oo 

  

    
    

\w|</ 

ео ео 

wW,>0 

J=hd, 

1 © 0 < | © 1 

у 

Рис. 3. 

[Согласно эргодической теореме для ВМ (К?) ($ 7.17), доля 
времени, которое броуновская траектория проводит в круге | № |< 1 
до момента 1, имеет порядок (1п1{)*. Обвивание траектории вокруг 
единственной точки зависит только от угла, но не от радиуса; 
если же есть две точки, то траектория может обвиться вокруг 
одной из них, не обвившись вокруг другой, и времени (ШЁ)!# 
недостаточно, чтобы распутать сделанные таким образом петли.]
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Задача 2. Используя эргодическую теорему для ВМ (Е?) 
и стереографическую проекцию, доказать для сферического броу- 
новского движения ВМ (5), что 

Р. { lim, [1 Г (х:) 4$ = \ f do} =1, fELt(S?). 
0 52 

Задача 3. Доказать результат задачи 2 для ВМ (5°) (d>2) 
t 

по-другому, предполагая, что е(]) = lim [1 \ F(x.) 4$ существует. 
tt +00 

[Предполагая, uTo e(f) существует, рассмотрим в-алгебру А = 
= 1) Bix (3): >28. Для АЕА функция р=Р. (А) удовлетворяет 

t> 
уравнению Ар=0 и потому постоянна. Отсюда мы выводим, что 
Р.(А) =0 или 1. Случайная величина е({) измерима относитель- 
но А и поэтому не зависит от и; из ее инвариантности относи- 

тельно вращений вытекает нужное нам равенство е ([) = \ Fado. 
Sd 

Развитие этого метода см. в $ 8.7.] 

Задача 4. Пусть Г—группа неевклидовых движений (в моде- 
ли Пуанкаре), переводящих в себя открытый круг Е*. Доказать, 
что Г не меняет распределения плоской кривой х |0, мокз), кото- 
рую частица, совершающая стандартное броуновское движение, 
описывает при Ё< ток. Найти общий вид топологического отобра- 
жения, обладающего этим свойством. 

[Пусть дано неевклидово движение с и стандартная броунов- 
ская траектория; тогда с точностью до замены времени сх (# /\ ток?) — 
стандартное броуновское движение с остановкой на ОЁЕ?. Поэтому 
распределение х[0, покз) инвариантно относительно ©. Если дано 
топологическое отображение g,: Е? —> Е*, оставляющее неизменным 
распределение х [0, токз), выберем неевклидово движение д, пере- 
водящее 2:(0) в 0, и рассмотрим в:= 620.. Для любой дуги 
В = ОЕ? функция , 

Ра {вх (шока) © В} = Рь{х (ив) В} = | Тов (=) 1 рев 
является гармонической. Поэтому при любом О<В<2л функция 
(1 —|6|?)/|e#®8— |? гармонична по а. Таким же образом находим, 
что (1—|а |2)/|е*— а|? гармонична по 6 при любом 0<а<2л 
(нужно вместо 63 рассмотреть 23“). Отсюда следует, что любому 
a@€[0, 2m) соответствует некоторое ВЕ[0, 2л), такое, что 
(1—|a|*)/|e** —a|* отличается от (1—|6 [ев — |? только 
постоянным множителем. Поскольку g3(0)=0, этот множитель
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равен | и 

  

. 1—|а]? I—ja|2_ 1—| 6 |? 
min : = . 

o<a<en |е®—а| Т-НТаВ” Т--ТЬВ 
Точно так же (1— |6 |?)/(1- |6 2) > (1—|а|2)/1-Н [а |2), т. е. |а|= 
=|6|; поэтому &з топологически отображает окружность |а|= 
=l!<1 на себя. Выберем движение 2. так, чтобы 6: сохраняло 
ориентацию всех окружностей |а|={<1 (одновременно). Поль- 
зуясь тем, что (1—|а|®) ее —а | =(1—|5 |) ев —6 |2, доказы- 
ваем, что у е“ба и у е\ одинаковая действительная часть; 
отсюда следует, что = е"а (у=В— <), т. е. 6; — вращение. Это 
доказывает, что 2: —не что иное, как неевклидово движение 0.'0з, 
И задача решена.] 

7.19. Диффузии © броуновекими выходными вероятностями 

Пусть О есть 4-мерная область, Й (а, 46) = Йо (а, 46) — клас- 
сическое гармоническое распределение на ОР относительно точки 
аер. Вспомним, что для стандартного броуновского движения 

h(a, 46) = Рь {х (мор) db} (1) 
(см. 5 7.12). Будем говорить, что диффузия на К“ (} со имеет броу- 
новские выходные вероятности, если для всех ограниченных обла- 
стей р < ВЮ“ выполняется равенство (1). В частном случае 4=1 
любая диффузия, рассматриваемая в естественной шкале, имеет 
броуновские выходные вероятности. В этом параграфе будет дока- 
зано, что производящий оператор © 4-мерной диффузии с броунов- 
скими выходными вероятностями можно представить в виде 

— е\ (аа) 
(би) (а) = а), (2) 

где т — соответствующим образом подобранная мера скорости, 
a e“—mepa Pucca для функции иЕО (©) (см. $ 7.5). Для d=] 
имеем — е“ (а, 6] =и* (5) —и+ (а); см. § 4.2. 

Пусть р — ограниченная область в Е“, а функция [Е С» (В) 
тождественно равна 0 на О и положительна вне О. Тогда функ- 

ция @С!=(! ограничена снизу на О положительной констан- 

той с, так что для и= (Сс на О выполнено неравенство @и> 1. 
Применяя формулу Дынкина, получаем, что внутри р 

Шор 

ер (а) = Еа (тор) < Ea | \ виа | = 

0 

= Ев [и (х (изор))] — и (а) < || <- о. (3)
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Положим т= ир., Где О, = 0; тогда для аЕ ШП, имеем 

ер (а) = Ев (из -- Мор (т) = ер, (а) 

+ \ hap, (a, db) ep (6) > \ hap, (a, 46) еь (5). (4) 

С помощью разложения Рисса [см. $5 7.5] находим, что еь(а) 

является потенциалом Ср (а, 6) т (45)*) неотрицательного распре- 

деления масс т, положительного на открытых множествах. Так 

как имеет место правило композиции 

бр (а, 6) = бра (а, )- \ Вов, (а, 4) бь (Е, 6), (5) 
a, b E D, < р, 

и из него можно вывести формулу 

ep, (a) = ep (a)— \ hep, (a, db) ep (b) = \ Gp (a, b) m (db) — 

_ ( hep, (a, dé) \ Gp (E, 6) m (db) = \ Gp, (a, b)m(db), (6) 

то т не зависит от О. 
Теперь докажем формулу (2). Пусть и! ЕО (6) и би< —1 

на О. Тогда если иер(®), то для ии=и- пи. имеем @и›.<0 
на ОР при п> || би|». Из формулы Дынкина вытекает, что для 
4c 

Mop, 

v(a)— | Ков, (а, db)v (b)= — Ea [ \ в |>0, (7) 
0 

аЕр., и=и, или и.о. 

Применяя еще раз разложение Рисса, представляем функцию 

и (а) — \ Йор (а, 6) и (46) в виде потенциала распределения зарядов 

разных знаков е“. Положим а == inf Gu, p= sup @и; тогда, поскольку 

неотрицательным потенциалам соответствуют неотрицательные пол- 

ные заряды, оценки 

Шор 

a | Gp (a, 6) m(db) = aep (a)< Ea [ виа | = 

= \ hep (a, 46) и (5) — и (а) = — Сь (а, 6) е* (45) < 

<Вер (а) =В \ бь(а, 6) т(46) (ва) 
1) Ср—функция Грина области О.
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показывают, что 

ат (р) < —е"(Р) < Вт (р). (8b) 
Отсюда в силу непрерывности @и сразу следует формула (2). 

Г. П. Маккин и Х. Танака [1] описали меры скорости для 
более широкого класса движений с броуновскими выходными 
вероятностями. Для рассматриваемого случая можно доказать, что 
т является мерой скорости тогда и только тогда, когда потенциал 

этой меры ер = \ СьаАт для любой области Р непрерывен внутри 

этой области и стремится к 0 в несингулярных точках из 00, 
причем любое множество Z нулевой т-меры является тонким 
в следующем смысле: 

Р. {21 {< (0:1>0=9}=1 
для траектории стандартного броуновского движения. 

Если дана мера, обладающая описанными свойствами, есте- 
ственно ожидать, что соответствующая диффузия будет стандарт- 
ным броуновским движением со случайной временной шкалой |1; 
эту шкалу можно было бы определить как обратную к интегралу 
Хеллингера 

“  те$ {5: х ($) 6 46, $< Вт (45) f()= ня 1), (9) 
ра 

Известен ряд результатов, близких к этому утверждению 
(см. Г. П. Маккин и Х. Танака [1], Р. Блюменталь, Р. Гетур 
и Г. П. Маккин [1], а также 6 8.3). 

Так как двумерное броуновское движение возвратно, то воз- 
вратно и движение, связанное с оператором G, в случае 4=2. 
Если 4>3, оно уходит на со. Вероятность Р. {ть < + со} *) 
равна 1, если Ю° можно представить в виде А()В, где 

\ 1—9 т (45) < + оо, (10) 
А 

а множество В тонко на со, т. е. для траекторий броуновского 
движения 

Р.{х(Р)ЕВ бесконечное число раз при ЕТ- со} =0. (11) 

В противном случае Р’.{м»ь < - со} =0. Для проверки выполне- 
ния утверждения (11) можно применять критерий Винера. 

1) mes {s: x (s)€ db, s<t} npn d>2 He абсолютно непрерывна относи- 
тельно меры Лебега, т. е. нельзя определить локальных времен. 

2) Moo = inf {t: x (t—0)=oo}.
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Задача 1. Пусть имеется стандартное двумерное броунов- 
ское движение с компонентами аи 6; пусть #— локальное время 
т (2=)1 тез {5: 0<6(5) <=, $<&. Задача состоит в том, чтобы 

210 

вычислить меру скорости е° и производящий оператор @° для движе- 
HHA D*: x° = x (f-!) ({=Е-- 241 (другое описание О см. у Т. Уэно [1]). 

[При |6|>0 е(4а х 46) = 24а46; е(аа х0) инвариантна отно- 
сительно сдвига вдоль оси а, поэтому пропорциональна одномер- 

t 

ной мере Лебега da. Tak как = | +e x70, ef (xs) ds 
& о 

и \ [24а 46+ \ f2da=lim | [1+eyr0, «)]2da db, roe’ (da x 0)=2da. 
Re RIX 0 et One 

Пусть теперь и принадлежит О (6°), а Ах В— какой-то открытый 
прямоугольник, пересекающийся с R!x0Q. Из сказанного 
следует, что с точностью до функции класса СЦАХВ) 

—и= \ 06`и 24а на Ах В, где @С—функция Грина для Ах В. 
АХО 

Отсюда ‘сразу вытекает, что для а6 А 

lim 51 [и (а, =) —2и (а, 0) | и (а, —=)] = 

1 (х— а)? 
= —lim = п 6"u 2dx = 

im | 2 (х—а)2-- 2 и сах 

._ 81 (х—а)2-- =? „. = lim In-——*  в‘’иах= 
e+ 0 we (ay? 

  

22 

— + 

— (@*и) (а, 0)-lim = ое 42 = 2 (и) (а, 0). 

Теперь О (6©°) можно описать как класс таких функций иЕС (Е), 

  

что 
( Au/2 вне R} x 0; 

a . 4 [ u(a, &)+u (a, —®) 
] 1 — ‚ 0) | на №1хО0 
ао [ 2 «(а | 

принадлежит классу С\(Е?). Здесь А— локальный производящий 
оператор броуновского движения, задаваемый формулой (7.2.3). 
Для функций иЕО (6°) umeem Gu=u'.] 

7.20. Процессы с траекториями, непрерывными справа 

Рассмотрим движение в произвольном фазовом пространстве, 
удовлетворяющее условиям § 7.1, но от траекторий будем тре- 
бовать только непрерывности справа. Оператор @ может быть
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введен так же, как и ранее, и к нему применима формула Дынкина 

(би) (а) =1 im Ба (1) * [Ва [и (хи)] — и (а)], (1) 

где м— момент первого выхода 1п7{#: х (1) ЕВ} из маленькой замк- 
нутой окрестности В точки а. Распределение Р. {хде 46} не обя- 

зательно будет сосредоточено на ОВ, потому что мы разрешаем 
траектории выпрыгивать из В; это находит свое отражение в том, 
что © может быть нелокальным оператором. 

В качестве простейшего примера рассмотрим односторонний 
процесс с независимыми приращениями на [0, -{- со), описываемый 
формулой Леви 

+00 

Ep [e-%* ] = exp (—¢[ ma+ \ (1—e-*") n (dl) |) , 

lo (2) 
m>0, n(dl)>0, \ (1—е- п (41) <- о. 

+0 

Вероятности Ра мы определим следующим образом: 

Ра (В) = Ро {х-+аЕВ}, а>0. (3) 

(См. замечание о процессах с независимыми приращениями в кон- 
це $ 1.8.) 

Для |ЕС[0, + оо) и а>0 положим по определению [ (5)= 
={(а-- 5). Рассмотрим оператор Грина С:; поскольку (С1]) (5) — 
— (G,f) (a) = G, (fo — 1) (0), множество С1(®) = р (®) ПС: [0, - со) 
включает в себя (С.С1[0, | со), т.е в С! (©) достаточно много 
функций. 

Вычислим © на С! (6). 
При у > 0 функция и=е-*! удовлетворяет уравнению Си = си, 

где с=(0:и)(0); поэтому она принадлежит О(®©). Сравнивая 
выражения 

оо 

(Фи) (©) = Шт | (е-"— 1) ль (40, (4a) 
ey" 0 

пг (41) = Eo (te)? Po {x (tite) € dl}, 
me = inf {t: x(t) >}, 

{со 

(Фи) (0) = lim #4 Eo [e-¥ — |= — ту + | (ev 1)n(dl), (4b) 
+0
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убеждаемся, что мера (1—е“’) л. (41) при =10 сходится к мере 

n’ (dl) =(1—e—')n(dl), [>0; 

п’ (0) =m. (5) 

Пусть и— любая функция из С1 (6); тогда функция 

u (t)—u (0) 1 . | =} ий, 120; 6) 

u* (0), [=0, 

принадлежит С [0, | со) и поэтому 

оо 

(Gu) (0) = lim \ [4 (2)—u (0)] n, (dl) = 
+0 

+00 со 
=lim \ w' (Q(1—e-!) ne (dl) = \ u'n' (dl) = 

2410 С о 

{со 

= тия (0)-- \ ш(0)—и(0)1 п (40. (7) 
+0 

Пользуясь тем, что (@и) (а) = (@®и.) (0), находим выражение для 
оператора @ в суженной области определения С! (@): 

{со 

(Gu) (a) = mut (a)+ \ [u(b+a)—u(a)}n(db), a>0. (8) 
0 

Задача 1 (по Е. Б. Дынкину [4: 58]). Проверить, что для 
одностороннего устойчивого процесса с показателем О<а<! 

+00 

и скоростью 1/5 (т=0, \ (1—e-¥) dn = y2/2) выполнены соот- 
+0 

ношения !) 

1 

Ро хто) < (1, 18; 
1 

д 
г/ 

  

25% 

Po (Me) = Таз ° 

1) У Дынкина в выражении для Бо (м.) содержится неверная константа.
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[При у >—0 имеем 

о со оо 

реа | еси | ЧЕ Рь (к (де) = 2 = 
0 0 0 

оо 

—= 2Г (а)-1 ет [2—1 4. 
0 

Это означает, что 

со 

\ dt Py {x (t) € dl} =2T (a) 2°"! dl. 
0 

Отсюда следует, что если [ЕС [0, { со) обращается в 0 вблизи 
- со и левее =, то 

{со со 

(Geof) (0)= Eo [ \ 1494] =2Г(еу* | ae-tf (a) da = 
0 0 

5 
+00 

f (x (¢-+me)) dt | = \ Po {x (tte € da} (Gro f) (a) = 
0 

—
,
 

+00 

Po {x (tte) € da} 20 (ay? | (b—a)** f(b) dd= 
0 o

c
t
 

o
 

+ b 

= 20 (a) \ f db \ (b—a)*~! Pp {x (me) € da}. 
0 0 

Из этого выводим, что 

b 

\ (6— a)*—" P, {x(me)€da}=b°"* usu 0 
0 

6 gaeucumocmu om moeo, b>e& uau O<eE. 

Беря преобразование Лапласа от обеих частей, находим 
Ро {х (м.) с аа}. Теперь перейдем к Е, (т.). Так как при замене 
x (t) —> х (11°) мера Ру (В) не меняется, то ш. имеет такое же 
распределение, Kak e%m,; значит, Бо (те) = =°Е (ии). Значение 
Бо (ии) =2/Г («-- 1) получаем, рассматривая функцию и=е-' (1 > 0) 
и сравнивая выражения 

(Gu) (0) = т Е, [е*® —1] = —> 
О
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и 

(Gu) (0) = lim [Ep (1tte))? Eo [e7* (™e) — 1] == 

= lim [Eo (1t4)] 

to | 
sane | etl dl 

J (l—e)* | 
-f00 14 

ге ри 

\ а 
ita 

0 / 1 

— Бо (м.) Г (<) Г (1—©) = Eo (m,) ar (a) -| 

    

7.21. Потенциалы Рисса 

Мы знаем, что ньютоновские потенциалы 

16 —а [в е(46), е>0, 4>3, (1) 

связаны с 4-мерным броуновским движением посредством формулы 
оо 

(Qnt)—4/* e—l>—212/2t d¢ — const-|b—a|?~°. (2) 

Что можно сказать о потенциалах дробной размерности (потен- 
циалах Рисса) 

[6 —а "Че (46), е>0, (3) 

0<y<2, d> 99 

При 0<у<.2 преобразование Фурье 

Ру (Ё, а, 5) = (21)-4 ei(b—a)+e p—tlel¥/2q¢—1) 
Re 

{оо 

— (21 е—!"\/2 р4-1 dr \ е№-а|тсоз0 20 = 

0 g@-1 

оо 

= (2^)- 4” \ e-tr¥/2 rd/2 Jayo_4(|b—alr)dr, t>0, a, bER*, (4) 
0 

неотрицательно. При у=2 получаем 4-мерное rayccoBo spo 2). 

1) а.6 —скалярное произведение в А“. 
2) Здесь для удобства мы отбрасываем множитель 1/› в гауссовой плот- 

ности.
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Тем же методом, которым по р» строится 4-мерная винеровская 
мера, можно построить 4-мерный (строго) марковский процесс 
с непрерывными справа траекториями и с переходными вероятно- 
стями р. (Ь, а, 5) 46; это так называемый изотропный устойчивый 
процесс с показателем у. 

Пусть функция {ЕС (Ю“) такова, что {= \ е-—1*а } да мало 
ва 

{со 

вблизи со; тогда оператор Грина С.: f—>E, | e—at f (x1) at | 

nepeponut f B (2x)-¢ \ ев (а --| с |\/2)-1 Я ас. Введем оператор 
ра 

6: fo—t (20) \ |< "Рас; 
Rd 

acHo, uTO (a—@)G,f=/f. Иначе говоря, производящий оператор 
изотропного устойчивого процесса— это 

—5(-A)"”, (5) 

если оставить в стороне технический вопрос нахождения его области 

определения. Здесь (— А) ° обозначает неотрицательный корень 
из неотрицательного оператора —А в смысле спектрального раз- 
ложения (преобразования Фурье) над гильбертовым пространством 
[2 (Ю“, 46); см. С. Бохнер [1]. 

При у<2 оператор @ является нелокальным. 
Займемся теперь ядром потенциала 

+= += 
\ py(t, a, 6) dt=2 (20) | r4/2-¥ Jaye_4([6—a |r) dr = 
0 0 

= 2(2n)~4/? \ 79/29 Лара 4-6 фа" = 
0 

_ - (6) <+o, d=1, y<l um d>2, y<2. 

Это и есть ядро (4—т)-мерных потенциалов М. Рисса [1]; 
ср. В. Феллер [13]. 

Пусть В— компактное подмножество в Е“; у<1 (4=1) или 
у<2 (4>2). Если м, — момент ШЕ4ЁЕ Ё>0, х(рЕВ} первого до- 
стижения, то Р. {ть < - со} является электростатическим потен-
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циалом; т. е. —это наибольший из потенциалов 

—_ e (db) 

Электростатическое распределение 

e (db) = lime db- Pp {tg << + 00, mg (we) = + 00} (8) 
e|! 

и электростатическая (4— )-мерная емкость по Риссу С (В) =е(В) 
обладают большинством свойств ньютоновских электростатических 
распределений и емкостей, но не всеми. Например, электростати- 
ческое распределение шара В распространено на всю внутренность 
шара и С (08) =0 (более подробно об этом см. задачу 2). 

Критерий Винера для сингулярных точек принимает вид 

Ра {ть =0} =0 или 1 в зависимости от того, расходится 

или сходится ряд » 22°” С (В„), (9) 
n>1 

rye a€ B, a B,—nepeceyenne mapa B u wapoporo clon 2™1< 
<|а—6|<2"; доказательство этого —такое же, как в броунов- 
ском случае. 

Задача 1. Для одностороннего устойчивого процесса с по- 
казателем 0<а< | и скоростью 1/› доказать, что если В— ком- 
пактное подмножество в АК", то Р. {мв< оо} является (1—&)- 
мерным электростатическим потенциалом, т. е. наибольшим 
из потенциалов 

ра) = ту ) Ве <Ь ©>0, (®\В-0 

Задача 2. Вычислить (1 — а)-мерную емкость 

С:-с (В) = тахе(В): е> 0, e(R’ \ В)= 2) | | 
о, Ta) | (b—a)i-% © 

для отрезка В = [а, 6]. 

[Распределение е (46) = 46/(1— 6)” 2Г (1 —«) является решением 
уравнения 

2 e (db) ra \ Genie =! W<a<)) 

С:-« [0, 1] —это полный заряд е [0,1] == 1/.Г (2—«). Отсюда 
1— 

Cia [a, 6] =Ci-e (0, t] = UC,» (0, I] = — —,, [= b—-] OT (2—a) 
23—1209
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Задача 3. Пусть дан изотропный 4-мерный (422) устой- 
чивый процесс с показателем 0<а-<2, для которого Еь [6-0] = 

—=е-И*!°/?2 (у © Ю“). Доказать, что для компакта В < Е“ функция 
Р.{мв<-{ со} является (4 —)-мерным электростатическим потен- 
циалом, т. е. наибольшим из потенциалов 

  

  

(552) Е EPO CRIN BI =O 
Задача 4 (по Пойа и Сегё [1: 39]). Доказать, что 

1 «20 

\ \ \ (1—2) 9/2 (Е2 — г Cos р -[ г?) — 3/22 sint dr dip do = 

00 0 

=2яГ (5) г (-5*), 0<Е<ь 
и вывести отсюда, что (3 — &)-мерная емкость С:-« (В) трехмерного 
шара В: |6 |< 1 равна 

n2%- 3 

3—a@ 5—а\ ° 

r (=) r) 
Изобразить электростатическое распределение 

V 12-2 (1 —| b |2)—%/2 db 
2—a 3—a@ 

r(=3*) r (3) 
для © вблизи 0, я=| и а вблизи 2; дать вероятностное истол- 
кование изменения вида этого распределения. 

  

ез—а (db) = ’ |o|<1,
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ОБЩЕЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ О МНОГОМЕРНОЙ ДИФФУЗИИ 

8.1. Подобные диффузии 

Пусть О— диффузия (консервативная) на пространстве Q 
(определение см. в 6 7.1). Ее производящий оператор © можно 
выразить для открытых множеств рд<@ в терминах выходных 
вероятностей и средних времен выхода 

й (а, 46) = Вор (а, 46) = Ра {х (тор) Е 46, мор < + о}; (1a) 

е (а) = ер (а) = Ез (тор) (1b) 
с помощью формулы Дынкина 

(ви) (a) = lim e(a)| | h(a, db) u(6)—u(a) |, weD@). (2) 
0D 

Пользуясь выражением В. Феллера, можно сказать, что й — это 
карта путей, т. е. № показывает, по каким путям разре- 
шается двигаться частице, а е управляет скоростью. 

Мы говорим, что одна диффузия подобна другой, если есть 
гомеоморфное соответствие между их фазовыми пространствами, 
при котором карта путей одной диффузии переходит в карту путей 
другой. 

Если дана несингулярная консервативная диффузия на Q= RI, 
то ее выходные вероятности можно представить в виде 

b)— Ро <} = SSE), a<E <b, (3) 
и две такие диффузии подобны тогда и только тогда, когда интер- 
валы $(@) и $’(9) подобны в евклидовом смысле; т. е. тогда 
и только тогда, когда или интервалы $ (0) и $° (9) совпадают с R}, 
или оба являются полупрямыми, или оба ограничены. 

В качестве второго примера рассмотрим стандартное броуновское 
движение и пространственно-временное броуновское движение. 

Рассмотрим стандартную броуновскую траекторию, начинающуюся 
в центре круга у. Предположим, что имеется гомеоморфизм /, 
переводящий вероятности первого достижения для броуновской 
траектории в вероятности первого достижения для пространствен- 
но-временного броуновского движения, как это показано на рис. 1. 

23*
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Тогда у каждой открытой дуги образа ‘у’ окружности у при отображе- 
нии ] была бы положительная выходная вероятность относительно про- 
странственно-временного движения. Но этого не может быть; поэтому 
рассматриваемые движения не подобны друг другу. Можно доказать, 
что на плоскости имеется бесконечное число не подобных друг 

другу диффузий. 
В терминах карт путей и скоростей движения основные задачи, 

возникающие при изучении многомерной диффузии, можно описать 
следующим образом: 

(01) описать геометрически все основные не подобные друг 
другу карты путей (о том, что значит геометрически, см. § 8.6); 

у Y 

Рис. 1. 

(2) выделить среди диффузий с одинаковой картой путей одну 
особенно простую (броуновское движение) и показать, как строятся 
ее траектории (значение слова простую будет зависеть от гео- 
метрического вида карты путей); 

(03) для двух диффузий с одной картой путей найти изменение 
скорости (замену времени), переводящее одну из них в другую 
(выражение этой замены см. в 6 8.3). 

Задача Q3) решена (см. 5 8.3); остальные задачи не решены, 
но разбираются до конца в болыпом числе частных случаев. Ниже 
читателю предлагается неформальный отчет положения в этой 
области в настоящее время и некоторые грубые идеи о том, что 
нужно делать. 

8.2. 6 как дифференциальный оператор 

Пусть дана диффузия на пространстве © == В“ (4>1) с такими 
же выходными вероятностями, как у стандартного броуновского 
движения. В этом случае средние времена выхода еь = Е. (тор) 

являются потенциалами \ бат некоторой (положительной) меры 

скорости т, не зависящей от О (здесь С —классическая функция 
Грина области 0). Любую функцию иЕД (©) можно представить
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в малом в виде суммы потенциала \ С (а, 65) г" (46) некоторой меры 

со знаком е“(46) и гармонической функции, причем 

U (db Gu = - (1) 
(cm. § 7.19). 

Т. Уэно [1] удалось найти другой случай, когда ® можно 
представить как дифференциальный оператор — e” (db)/m (db). 

Пусть имеется возвратная диффузия; т. е. пусть 

Р. {ть < - со} =1, В—открытое непустое множесто. (2a) 

Дополнительно предположим, что выполнены следующие условия: 

[ A(-, db) f(b) EC (Q\AD), FEB (AD); (2b) 
др 

Р. {тор < Торо} > 0, (2с) 

ав. 00., РПО. = ©, множество О\\ (Г. ЦО.) связно. 

Если 0, и О.— множества, удовлетворяющие условиям (2с), 
с компактными границами ОБ. и 0О., положим 

И 1 = Map,, Mo, = min {t: x(t)€OD,, t> m4}, 

m3—= min {t: x(t)EOD,, t>m}, (3) 

mM, = min {t: Xx (2) Е 90., [> 113}, 

тома ‘т 

Р. {пи < №< м: <...1- о} = l, 

а точки первого достижения 

X(Mon-1) (пП>1) и х(м») (п>21) 

Ha OD, u О. образуют эргодические марковские цепи с вероятно- 
стями перехода за один шаг 

| hop, (a, dE) hon, (E 46) = ри (а, db), (42) 
9ро 

| hops (a, Е) поз (Е, 46) = рь (а, 45). (4b) 
OD 

Здесь выполняется условие К. Иосида, что позволяет ввести ста- 
ционарные распределения е! и ео: 

\ (42) ри (а, 46) =е, (45), & (@D,) = 1; (5a) 
OD1
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\ e, (da) p, (a, db) =e, (db), e,(dD») = 1. (5b) 
0D2 

При этом мера 

m (db)= \ é, (da) Ea [mes {t: x(t)e€db, t< meap,}] + 

OD, 

+ \ > (da) Eq [mes {t: х (1) 646, (< тор} (6) 
90% 

оказывается положительной на открытых множествах, конечной 
на компактах и стационарной: 

\ m (da) Рь {х (В) 64} = т (46), #>0. (7) 
Q 

Более того, любая другая такая стационарная мера отличается 
OT т только постоянным множителем. Относительно формул (6) 
и (7) см. также Г. Маруяма и Х. Танака [2] и Хасьминский [1]; 
другой подход к стационарным мерам см. Нельсон [1]. 

В случае когда Р — подмножество в @ со средним временем 
выхода Е. (Мор) < -- со, Уэно доказывает, что мера Грина 

С (а, 46) = E, [mes {t: x (t)€ db, t > map}] (8) 

разлагается на Ох) на множители: функцию Грина С (а, 6) 
и стационарную меру т (46). При этом в силу формулы 

\ С (а, b) е“ (db) = — \ С (а, b) Gum (db) = 

Map 

= — В | (Bu) (x)at ] =u(a)— \ h(a db)u(b) (9) 

6и представляется в виде— е" (46)/т (46). 
Функция С@ (а, 6) должна была бы зависеть только от карты 

путей, но в общем случае это не доказано; эта функция не обя- 
зана быть симметричной (обзор потенциалов для таких несимме- 
тричных функций Грина см. в $5 8.4). 

Ввиду результата Уэно кажется правдоподобным, что для 
любой диффузии должны существовать положительная мера (мера 
скорости) т (46) и функция Грина С (а, 65), зависящие только от 
карты путей, такие, что Gu = —е" (46)/т (46). Мера г“ (45) должна 
зависеть только от ци@ЕО(®) и от карты путей; вероятностную 
формулу для е” см. в 6 8.5.
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8.3. Замены времени 

Пусть имеются две диффузии с одной и той же картой путей, 
одинаковыми функциями Грина, траекториями х и х’ и произво- 
дящими операторами 

eu (db) 
Gu = — ма, u€ D(®); (1a) 

. e¥ (db) . 
Gu= — F(ab)’ u€ D(S’). (1b) 

Очевидно, следует ожидать, что существует замена времени ¢ —> f"}, 
переводящая х в х’ (см. 65 8.1). Если т’ (45) =[ (6) т (45), где 
0 < ЕС (0), естественно рассмотреть классическую замену времени 

t 

— 11, 1 (ЕЁ) = \ | (хз) 43; легко показать, что процесс х(Г!) сов- 
0 

падает по распределению с процессом х’. 
Но если мера т’ сингулярна относительно т, то описанная 

замена теряет смысл. Что же касается интеграла Хеллингера 

__ те$ {5: х ($) 646, $< В т* (45) f= | ih , (2)   

Q 

который с первого взгляда кажется многообещающим, то его 
не удается здесь применить, хотя, по-видимому, этот интеграл 
должен сходиться. 

В. Волконский [1] в одномерном случае и Г.П. Маккин 
и Х. Танака [1] в случае диффузии с броуновскими выходными 
вероятностями в 4-мерном пространстве, 4>1, обошли это пре- 
пятствие, аппроксимируя замену #—>{' подходящими классиче- 
скими заменами времени; Р. Блюменталь, Р. Гетур и Г. П. Маккин [1] 
использовали тот же метод для широкого класса движений, вклю- 
чающего общие диффузии. 

Заметив, что в случае броуновских выходных вероятностей 
pe времена выхода являются эксцессивными в смысле 

ж. Ханта: 

Ea {ep (xt), Е < тор} феь (а), #10, аЕ О, (3) 

Маккин и Танака определили { при Ё < тор как предел выражения 
t 

fe (t)= \ = Leb (x (3)) — Exes {eb (we), < щеь} 48 = (4) 
0 

по некоторой последовательности #10. Идея этого определения 
состоит в следующем. Так как функция 

G,u =e [E, {u(x%e), < тор} —и], иЕО (6), (5)
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сходится при ={О к би на О и так как @6’ер = — 1, то должно 
быть справедливо равенство 

lim 6 ep dm= lim Ggep dm’ = —dm’ (6) 
210 210 

и выражение 

тез {5$: х (5$) Е 46, $ < В} бет (465) 

“= —| oR (7) 
‘Q 

должно сходиться к интегралу Хеллингера (2). М. Г. Шур [1] 
придал этой идее другую форму, изящную и полезную. 

Поскольку у одномерного броуновского движения есть локаль- 
ные времена, для него все положительные меры являются мерами 
скорости. Но в случае числа измерений 4>2 положение не так 
просто; например, в случае диффузий со стандартными броунов- 
скими выходными вероятностями мера скорости должна иметь 
непрерывные потенциалы, а множества нулевой меры должны быть 
тонкими для броуновского движения; т. е. если 2. > 20. >...— 
открытые множества и т( Г] 7.) =0, то 

n>1 

Pa {tttaz,} 9, nt+co}=1, a€ 0) an. 

(См. Г. П. Маккин и Х. Танака [1].) 

  

8.4. Потенциалы 

Здесь будут изложены некоторые более глубокие свойства 
потенциалов, которые были изучены Дж. Хантом [2 (3)]. Мы увидим, 
что изучавшееся нами стандартное броуновское движение — слиш- 
ком простой в этом отношении пример, так как симметрия его 
переходных плотностей не позволяет заметить важность вводимого 
ниже обращенного движения. 

Пусть имеется невозвратная диффузия на некомпактном прост- 
ранстве @ с положительной стационарной мерой е и непрерывными 
переходными плотностями р(Ё а, 6), такими, что!) 

|e (da) p(t, a, b)=1; (1a) 
Q 

| p(t—s, a, &) p(s, & b)e(d8) = pit, a, 6); (1b) 
Q 

со 

С (а, 6) = р(Ё, а, 6) < - с при а=-ё (Ic) 

0 

1) Условие (1а) почти автоматически вытекает из стационарности меры е.
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(так же, как в трехмерном броуновском случае). Тогда обращенное 
ядро р* (1, а, 6) = р(Ё, 6, а) удовлетворяет условиям 

| pvt, a, b)e(db) =1; (2a) 
Q 

рев, а, 8) p*(s, & b)e(d8) = р* (в, а, 5} (25) 
9 

т. е. р*(, а, 6) можно рассматривать как переходные плотности 
для некоторого консервативного обращенного движения, начинаю- 
щегося заново в любой момент # > 0. Мы называем его обращенным 
потому, что если разрешить бесконечные (положительные) вероят- 
ности, то стационарное обращенное движение с вероятностями 

р* {х (1) Е аб, х (№) 6 46., ...у x (tn) € dbd,,} == 

= e (db,) p* (tz —ty, 04, bg) е (46з) ... р* (№ — Ш, бы, Вы) е (ddn), 

—o<ct<ctp<...<t,, (3a) 

— это не что иное, как стационарное прямое движение с вероят- 
HOCTAMH 

P {x (t,)€dby, x (t2)€ dbo, ..., х() 6 аб} = 

=е (46!) р (5—1, dy, 65) е (db) ...Р (tn —tn-1, On-1 6») e (dbp), 

—00 <ty<hyp<... ty, (3b) 

в котором направление времени изменено на обратное. 
Если предположить, что обращенное движение является диф- 

фузией, легко видеть, что ее производящий оператор @* является 
сопряженным по отношению к оператору @ прямого движения. 
Подробнее, если иЕО (©) и и*ЕО(6*) обращаются в нуль вне 
некоторой области, то 

\ u*Gu 4е = Шт \ и* (а)е(аа)=* | pit, a, b) u (b) e (db) —u (a) | = 

Q e490 4 
— Нт u(b)e(db)e*| | p*(¢, 6, a)u* (a)e (da) —u* (b) | = 

210 о 

_ | u G*u* de. (4) 
Q 

Неотрицательная функция и называется эксцессивной для пря- 

мого движения, если \ р (Ё, а, 6) ие (46) {и при #10. 

Q 
Если и— эксцессивная функция в этом смысле, то мера 

е* (46) == ие (46) является эксцессивной для обращенного движения,
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т. е. \ e* (da) p*(t, a, b)e(db)+e*(db) при 10. Обратно, если 
© 

*> 0 является эксцессивной мерой для обращенного движения, то 

= lim \ e* (da) р*(ЁЬ а, Ь)— эксцессивная функция для пря- 
#40 

мого движения и е* (46) = ие (45). Короче говоря, между эксцессив- 
ными функциями для прямого движения и эксцессивными мерами 
для обращенного установлено взаимно однозначное соответствие. 
Хант использовал этот факт для того, чтобы доказать, что эксцес- 
сивная функция и для прямого движения может быть представ- 

лена в виде суммы прямого потенциала \ С (а, 6) е" (46) некото- 

Q 

рой неотрицательной меры е“ и функции Шо = lim pude (elle 
t +00 

одно замечание о мере e” cm. B § 8.5). 
Если А — ограниченное замкнутое или открытое подмножество 

в О, то прямые и обращенные вероятности достижения 

ра =Р. {мА < - о}; (Sa) 

ра = Р* {тд < +00} (5b) 

являются эксцессивыми функциями. Таким образом, рд— это пря- 
мой потенциал 

\ в (а, Бе, (46) 

плюс lim P {m,(wi)<-+ со} (равный 0 в силу невозвратности), 
t оо 

а р* — обращенный потенциал 

| G* (a, 6) е& (46) 

плюс jim P* {m4 (wf) <<-+ 00} (равный 0). 

Дж. "Хант [2 (3): 175] обнаружил, что ел (0) = А (4), и назвал 
этот общий для прямого и обращенного движений полный заряд 
естественной емкостью множества A. 

Приведем простое доказательсто. 
Пусть компакт 4 содержится в ограниченном открытом мно- 

жестве В, а другое ограниченное открытое множество О со- 

1) G* (a, b)=G(b, a).
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держит В. Тогда 

ел (©) = | (6) ea (dd) = 
Q 

= [ \ eb (da) G(q, 6) | eq (dd) = | €5 (da) pa (a)< 
Q Q 

< | e& (da) po(a)= \ pis (b)en (db) | | ph (6) en (db) = 
Q Q Q 

— \ ед (аа) рь (а) =е* (9), В\А. (6) 
Q 

Здесь мы использовали то, что рв| ра на ОД и что еь (9 0))=0. 
Аналогично е% (09) <ед (9), откуда ед (@) = е* (0). Пользуясь тем, 
что при АЛВ 

ел (9) = \ eb (da) pa (a) t \ eb (da) pp (a) =e5(Q), (7) 
Q Q 

и таким же соотношением для ед ((), находим, что для открытых 
множеств В также ез (9) =ев (0). 

Функция ед (©) -= ея (9) от множества А является альтернирую- 
щей в смысле Г. Шоке [см. (7.8.13)]. 

Дополнительные сведения о потенциалах читатель найдет 
у Е. Б. Дынкина [7], Дж. Ханта [2(1,2, 3)], Бёрлинга и Дени 
[1], Ф. Спитцера [2] и М. Г. Шура [1]. 

8.5. Границы 

Рассмотрим стандартное броуновское движение на открытом 
круге Е?: |6 |< 1, останавливающееся на 0Е*, с переходными 
вероятностями 

5° (Ба, 6) 246 =Ра {х (1) 646, [< тов}, (1a) 

(¢, a, D)E(O, +00) x E? x E*, 

функцией Грина 

те” 1, [1—ab 
G(a, 6b) = g (ft, Qa, b) dt = = In| == 

0 

и выходными вероятностями (задающимися ядром Пуассона) 

й (а, е19) 40 = Ра {х (токз) Е а} = lim (1 —г)1 С (а, ге?) 40 = 

1 1—Jale 
27 [а— ей [2 

, (a, 6) € E® x E?, (1b) 
  

  40, |а|<1, 0<09<2м. (Ic)
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При любом 9Е [0, 2л) функция из (а) =й (а, е?9) является мини- 
мальной гармонической функцией, т. е. если выполняются условия 

0<и<иь, (2а) 

и — гармоническая функция в Е?, (2b) 
TO 

и отличается от из только постоянным множителем. (3) 

Обратно, пусть О<ир— минимальная гармоническая функция; 

ее можно представить в виде \ мое (40) (е>0), причем мера е 
E2 

должна быть сосредоточена в единственной TouKke O€ OE?, T. e. 
и только множителем отличается от из. Иначе говоря, отображе- 
ние 9 —> из устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
точками границы и минимальными гармоническими функциями. 

Мы видим, что граница ОЕ? обладает следующими двумя 
свойствами: 

она не слишком велика, т. е. траектория при 1 тов 
стремится к единственной точке на OE*; (4a) 

она не слишком мала, т. е. если О<и— гармоническая функция 
Ha E*, то 

u (a) = \ h(a, е8)е(49), |а|< 1, е>0. (45) 
дЕ? 

Рассматривая броуновское движение на некоторой гриновской 

области 9 < R‘, останавливающееся на 00, мы не можем надеяться, 
что геометрическая граница ОО будет достаточно велика для того, 
чтобы имело место представление Пуассона (45). Это показывает 
простой пример разрезанного круга 

0:0<г<1, 0<0—<2^. 
Однако, как обнаружил Р. С. Мартин [1], можно сохранить свой- 
ства (4a) u (4b), если соответствующим образом расщепить 00. 

Для этого рассмотрим классическую функцию Грина С (а, 65) 
области О. 

Пусть 6 Е О; если ОВ < 9 — маленькая сфера с центром в точке J, 
не содержащая какой-то другой точки а, то для с вблизи 0 

+00 

Ga, c)>Ea| \ g(t, x(mez), c)dt | = 
Mop 

—= Ра {Иов < + оо, @ (х (тов), с)} > 

> const. \ G(-, c)do=const-G(b, c), (5) 
дв
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т. е. функция 

— С (5, .) 
Цаь = С (а, .) 

Учитывая (6), определяем границу Мартина (°, области @ как 
пространство идеальных точек, добавляемых к @ при наименьшей 

компактификации 9 =@--(°, при которой иаь непрерывны на @`\\ (а (6) 
для любого выбора а и DEQ. 

Пусть 0 Е (°. При фиксированном аЕ О функция 

. _ С(Ь, h(b, 9) = Ито (7) 
является гармонической, но может не быть минимальной. Несмотря 
на это, отображение 90 —>й (+, 9) устанавливает взаимно однознач- 
ное соответствие между некоторым борелевским подмножеством (° 
траницы (° и минимальными гармоническими функциями и, и(а)=1. 
При этом выполняется (45), т. е. если 0< и гармоническая 

функция, то и (5) = \ й(6, 0)е“ (40), причем мера е“(>20) един- 
O° 

ограничена вблизи OQ. (6) 

ственна. 
Поэтому граница (@°’ не слишком мала; а как доказал Дуб [6], 

она также не слишком велика, т. е. почти все траектории схо- 
дятся при {1100 К единственной точке из Q°’ (см. также 
Дж. Хант [3]). 

Дуб нашел также изящное выражение для е": 

u (b) Py {x (gq —0) € 40} 
h(6, 6) ; (8) 

где Ру (В)— вероятность события В для и-движения с переход- 
ными вероятностями 

  е" (40) = 

Ра {х (Е) Е 46, {< Mag} 
  

  

Po {x (t) € db} = a и (6). (9) 

В частности, при и = | получаем 

Р —0) Е а h(b, 0) =— 2 maa DEB} (10) 
е1 (40) ° 

Это выражение является аналогом классического выражения ядра 
Пуассона в виде выходной плотности, так же как выражение (7) 
является аналогом представления ядра Пуассона в виде нормаль- 
ной производной функции Грина [см. (1с)]. 

Дубовское выражение для е“ через и-движение применяется 
также к потенциалам. Если функция 0 < и является эксцессивной, 

т. е. если 2 \ 8* (Ба, 6) и (6) а6Ти при Ё{0, и если и не является
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чисто гармонической, то соответствующее и-движение иногда будет 
убиваться в момент м» < оо. Мера Рисса 

e” (db) = Lim #1 [и (6) — Еь {и (хе), < mMag}]-2 db, (11) 

участвующая в представлении и в виде суммы потенциала 

| Ga, b)e*(db) и неотрицательной гармонической функции (см. 

Q 
$ 7.5), имеет следующий вид: 

и и (а) Ро {х (то — 0) Е 4В, то < mao} 
e” (db) = бе. 3“ внутри 0. (12)   

Для 9=Ю' (423) граница 0‘ = 0° состоит из одной точки 
(об одноточечных границах см. 6 8.7). 

Границы Мартина рассматривались также для цепей Маркова 
(см. Дуб [7], Дуб, Снелл и Вильямсон [1], Хант [3], Т. Вата- 
набе [1]; другая граница рассматривалась В. Феллером [8]). Нет 
сомнения, что аналогичные границы можно связать со всяким 
приличным марковским процессом (см. Бишоп и де Лейв [1] 
и Д. Рэй [3]). 

Пусть дана консервативная диффузия на пространстве @ 
с хорошей границей ()° (не слишком большой и не слишком малой). 
Сделаем так, чтобы время вдоль траекторий возрастало настолько 
медленно, что х({) —> 9° при {1 м<- о. Пусть & — соответ- 
ствующий локальный производящий оператор внутри @. Поставим 
следующую задачу: найти все консервативные производящие опе- 
раторы в <\, т. е. найти все граничные условия, которые 
могут быть наложены на 5. 

В качестве иллюстрации рассмотрим стандартный броуновский 
производящий оператор 1) в открытом единичном круге Ч = Р?. 
Здесь @°’— это единичная окружность ОЁ?. Представляется вероят- 
ным, что наиболее общий консервативный диффузионный оператор 
@ < можно выразить через некоторый консервативный одно- 
мерный дифференциальный оператор 5° на ОЕ? и борелевскую 
функцию 0<р(9)<1, а именно предположение состоит в том, 
что © совпадает с оператором $, который применяется к классу 

2 (©) таких функций и6С(Е*), что Эми непрерывно продолжается 

на Е? и 

p (8) $= (1—0, 8) +11 —p (8)] (Qu) (1—0, 0) = (O"4")(8), (13) 
0<0—<2л, и’ =и(1, 0). 

1) Зи=Аи/2 для иЕ С? (Е?).
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Пусть х — броуновское движение с отражением в круге 
ди 
5; (1—0, .) = 0 | ‚и пусть 1 (7) — локальное время в точке г = | 

для его радиальной (бесселевской) части, а фр— независимое от х 
броуновское движение по окружности Тогда движения, соответ- 
ствующие граничным условиям 

д | 02 
=; (1—0, 0) = -зв=- (1, 6); (14а) 

9% (1—0, 6) =$4 (1, 8), (14b) 
можно задать выражениями 

xe. (15a) 

хе (15b) 

[см. задачу 7.15.4]. Движение (156) следует рассматривать как 
броуновское движение с косым отражением, потому что условие 
(145) можно представить в виде ди/до:-=0, где ди/до означает 
дифференцирование по косому направлению, составляющему угол 
— 45° с внешней нормалью. 

Что касается нашей общей задачи, то там должны получаться 
аналогичные граничные условия р(ди/дп)-(1— р) Зи = и’, 
а соответствующие движения должны выражаться через движение 
с отражением (ди/дл = 0), распределение +({, 40) локального вре- 
мени на ()° (для процесса с отражением) и движение по границе, 
связанное с оператором &°. См. об этом А. Вентцель [1], Т. Уэно [2], 
Н. Икеда [1], К. Сато [1] и К. Сато и Х. Танака [1]. Хорошую 
задачу представляет выяснение смысла броуновского движения 
с отражением на замыкании (мартиновском) гриновской области 
р < В? (см. Дж. Дуб [8]). 

8.6. Эллиптические операторы 

Рассмотрим хорошее дифференцируемое многообразие @ и на нем 
эллиптический оператор &, имеющий в локальных координатах вид 

1 0? д Q= 5 би t Dhar: (1) 
i, j<d j<d 

Оператор & порождает некоторую диффузию, если его коэффи- 
циенты удовлетворяют условию Гёльдера, а матрица е = [е;;] сим- 
метрична и положительно определена в каждой точке из О. 
Точнее, © совпадает на С? (@) с производящим оператором неко- 
торой диффузии, которая, может быть, уходит на со раньше 
момента - со, если многообразие (@ не компактно (см. Погор-
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жельский [1]). К. Ито [3] доказал, что искомое движение удовле- 
творяет стохастическому уравнению 

dx=Y e(x)db-+f (x) dt (2) 

вплоть До момента, когда оно выходит из окрестности, на которой 

имеет место представление (1). Здесь Уе—это симметричный 
положительно определенный корень из е, [=(р, |2, ..., [а), 
а 6 (1) — стандартное 4-мерное броуновское движение, причем пред- 
полагается, что гельдеровский показатель коэффициентов равен 1. 

При изменении локальных координат х —> х° матрица е”* изме- 
няется по следующему закону: 

._ _1 Вх дх 
её * = У, et = (3) nt Ox} Ox? * 

h,l<d 
    

Поэтому форма 

ei} dx; dx; (4) 

i, j<d 

задает риманово paccTosHHe Ha Q. Оператор 5% может быть пред- 
ставлен в виде оператора Лапласа — Бельтрами 

1 1 —_ 0 ij д 
>А=- У, Viel дх; Viel Ox; (5) 

i, j<d 

  

плюс оператор первого порядка (векторное поле) |, соответствую- 
щий сносу (см., например, Е. Нельсон [1]). При этом уравне- 
ние (2) упрощается, принимая вид 4х =аб + |(х) ар, где b— 
движение, связанное с оператором Д/2 (броуновское движение). 

Дифференциальный оператор ®и = — е" (46)/т (46), который мы 
рассматривали в 6 8.2, так же, как и эллиптические операторы 
порядка не более 2, обладает тем свойством, что @и<0 в точке 
локального минимума функции и ЕД (©). Поэтому следует надеяться, 
что некоторые черты приведенной выше геометрической картины 
сохранятся и в общем случае. 

Дополнительные сведения об эллиптических операторах чита- 
тель может получить в следующих работах, кроме уже цитирован- 
ных: Хасьминский [1], Нельсон [2], Иосида [3], а также в $ 8.7. 

Задача 1. Доказать, что если дифференциальный оператор ® 
с непрерывными коэффициентами обладает тем свойством, что 

Зи < 0 в точке локального минимума функции ие С” (0“), то он 
является эллиптическим оператором порядка не более 2, не содер- 
жащим членов нулевого порядка.
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8.7. Малая граница Феллера и д-алгебры «хвостов» 

Пусть дана такая диффузия на пространстве (), что 

\ hop (a, db) f (b)EC(D), FE BAD). (1) 
Обозначим через В° о-алгебру «хвостов» [\ В {х(№: ЕЁ» п}, профак- 

п>1 

торизованную по идеалу событий вероятности 01). 
Если ВЕВ*, то вероятность р=Р. (В) удовлетворяет уравнению 

р(а) = Ра {и ЕВ} = \ йе (a, db) p (6), аЕГ. (2) 
Таким образом, рЕС (0), и так как 

р= \ е"Р. {ше В} 4 = бр, (3) 
то р является решением задачи 

0<р<!; (4a) 
pe D(8); (4b) 
@›=0. (4c) 

Обратно, пусть р— какое-нибудь решение задачи (4). Тогда 

Е. [р (x) | Bs] — Ех(в) [р (Xt-s)] — 

1—5 

= р (%)-НЕно [|| (65) (4%) 40] =р^(х.), #25 (5) 
0 

т. е. р(х,) (Е> 0) — ограниченный мартингал. Поэтому р сходится 
при {1 - сс к В*-измеримому пределу р»; получаем 

p (Xt) = Е. (ре | Bt) = Exit) (Poo), > 9. (6a) 
В частности, если р=Р. (В) (ВЕВ’°), то 

lim p(x:)= lim P(B|B:)=P, (B| B)= xz. (6b) 
t t о t t +00 

Дж. Хант указал нам, что формула (6) задает взаимно одно- 
значное соответствие между событиями ВЕВ° и крайними точками 
множества решений задачи (4) (это множество компактно и выпукло). 

1) Для того чтобы результаты этого параграфа были справедливы, нужно 
рассмотреть несколько меньшую д-алгебру, а именно в-алгебру В*°, состоя- 
щую из всех таких событий В, что ше В и# ЕВ. Для предлагаемой авто- 

рами б-алгебры можно привести пример, для которого нарушается (2): в ка- 
честве х (1) можно взять движение с единичной скоростью вправо по прямой; 

В={х (0 =Ь Ё> п}. Тогда Ро (В) =1 = Po {wm Е В} =0. Представляет интерес 

вопрос, когда @-алгебры В°и В*° совпадают.— Прим. перев. 

1/4 24—1209
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В. Феллер [8] использовал это соответствие для того, чтобы 
представить В° как о-алгебру подмножеств некоторого топологи- 
ческого пространства (@°, присоединяемого к @ в качестве гра- 
ницы. Это @°’ мы и называем малой границей Феллера (относи- 
тельно ее связи с границей Мартина см. Дж. Фельдман [1]). 

Пусть дано не являющееся константой решение р задачи (4); 
тогда можно выбрать а < 6 и такие открытые множества АиВ < 0, 
что р<а на Аир на В. Если движение возвратно (т. е. если 
P.{mp<-+ 0} =1 для любого открытого множества До 0), то 
при #41-- со траектория бесконечное число раз попадает и в A 
ив В. Значит, ограниченный мартингал р(х:) (>20) не может 
сходиться, потому что р(х,)<а и р(х)>Ь бесконечное число 
раз при Ё1- со. Итак, р должно быть постоянно, и должен выпол- 
няться закон 0— [: 

Р.(В)=0 или 1, ВЕВ:. (7) 

Теперь предположим, что 9 = В‘ и что наш производящий 
оператор — это эллиптический оператор 

02 

= > Cij OX; Ox; Ox; (8) 
i, j<d 

с непрерывными коэффициентами. Поставим следующую задачу: 
найти условия на квадратичную форму (еЁ, =е.а-..., при 
которых выполняется закон нуля или единицы (Т), т. е. все 
решения задачи (4) постоянны. Подробнее, пусть у, и у_— наи- 
большее и наименьшее собственные значения матрицы е в неко- 
торой точке; спрашивается, какова наибольшая скорость роста 
у./у_-, при которой 

движение возвратно; (Эа) 

все решения задачи (4) постоянны; (9b) 

все HEOMpuYyameAbHNole PeweHuAn ypaeHenua Oip=O0 постоянны? (9с) 

Известно, что если у,/у_ ограничено, то выполняется (9с). 
Имеется также замечательный результат С. Бернштейна [1], 
состоящий в том, что условие (95) выполнено, если 4=2, иу_>0 
в каждой точке. Бернштейн дал также прот пример оператора 

02 

O = (2 + 46%) Sar SF +46 д Gar + 55 Ob2 ° 

для которого не выполнено (9с) (p=e%—5*), mpuuem у,/у_— 46* 
при 61- co. Другие примеры, связанные с результатом Берн- 
штейна, см. Э. Хопф [1]; более современная информация содер- 
жится у Мозера [1].
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переменное в преобразовании Лапласа; 
о-алгебра; 

В {х(ЁЬ “): а<Ё<5} наименьшая о-алгебра, относительно кото- 

В, 

Bin+0 
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В (Ч) 
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С(В) 
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р (6) 
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Е. (Г) 
Е, (Т, 4) 

е (ау, а, 6) =@е дифференциал 

[= Ка) 
[= (а) 
ft =F (a) 

pow u3smMepyMpl x(t): a<t<); 
о-алгебра В {х,: $<В}; 
с-алгебра {В: ВП {м<ЦЕВь #>0}; 
наименьшая о-алгебра, относительно которой изме- 
римы все открытые подмножества из ©; 
пространство ограниченных измеримых по Борелю 
функций |: Q—> R}; 
пространство ограниченных непрерывных функций 

f: QR’; 
пространство ограниченных, л раз ‚непрерывно диф- 
ференцируемых функций |: 9—>Ю 
пространство непрерывных ий, обращающихся 
в нуль на оо; 
ньютоновская емкость множества В (см. $5 7.8); 
размерность; 
в гл. 3—6 пространство таких функций [Е В(О), 
что ] (а - 0) =[(а), если Ра {похо =0} = 1 (см. 5 3.6); 
в гл. 7, 8 область (связное открытое множество); 
граница области О; 
диффузия; 
область определения оператора @; 
оператор Лапласа; 
равномерное распределение на поверхности шара; 
единичный круг; 
математическое ожидание функции, связанное с Р; 
математическое ожидание функции |, умноженной 
на характеристическую функцию множества A; 

спектрального разложения 
(см. 5 4.11); 
спектральная мера (см. $ 4.11); 
левая производная; 
правая производная;
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мера, связанная с функцией интервала [(а, 6] = 
=f (b+ 0)—f (a+ 0); 
интеграл от локального времени (см. 65 5.2); 

гауссово ядро (2nt)~*exp [ — (6 — а)?/28; 
возрастающее и убывающее решения уравнения 
Gg=ag (cm. § 4.6); 
функция Грина (см. $ 2.6, 4.1] и 7.4); 
оператор Грина (см. 5 3.6); 
производящий оператор (см. 5 3.7); 
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убивающий функционал (см. § 5.6); 
хаусдорфова мера, соответствующая функции Й (см. 
замечание 2.5.2); 

мера Хаусдорфа — Безиковича размерности & (см. 
замечание 2.5.2); 
пространство т-измеримых функций f с нормой 

Iflk=V/ \ftdm<+ oo; 
мера скорости (см. § 4.2); 
марковский момент (см. $ 1.6 и 3.2); 
момент первого достижения точки а; 
момент входа в множество В (см. задачу 7.1.1); 
момент убивания (см. $ 2.3); 
мера Леви (см. замечание 1.7.1); 
вероятности для траекторий, начинающихся в а; 
Ра (В) как функция от а; 
плотность переходной вероятности (см. $ 4.11); 
пуассоновская мера, участвующая в разложении 
Леви для возрастающего процесса с независимыми 
приращениями (см. замечание 1.7.1), или оператор 
проектирования (см. $ 4.11); 
фазовое пространство диффузии; 
4-мерное евклидово пространство; 
шкала (см. $ 4.2); 
шкалы переноса (см. $ 4.8); 
4-мерная единичная сфера в Ю“+1; 
время; 

Е а) =1(1, а, ®) локальное время (см. $5 2.2 и 5.4); 

25—1209 

пространство траекторий;
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w: t—>x(t) траектория; 
Ws CIBHHYTaA TPaeKTOPHA x; (ws) = Xt45 (Ww); 
Ws OCTAHOBICHHaA TPaeKTOPHA Xz (Ws) = XtAs (Ww); 
х (Е, и) =х(1) значение траектории ш в момент й; 
XA характеристическая функция множества A; 
Z} множество всех целых чисел; 
B={t: х( =0} множество моментов пребывания; 
З, (п> 1) смежные интервалы множества 3; 
а меньшее из аи 6; 
а \/Ь большее изаи 6; 
НЕ (С) число объектов в классе С; 

„} == п!/т! (п— т)! для т=0, 1,..., П; 

Ing#=In(In?t), Ing¢=In(Inp_, ¢t) (n> 3); 

NF =[F lle = sup lf ls 

МУ | pam; 
  

atb а, возрастая, стремится к 6; 
а] 6 а, убывая, стремится к 6; 
fet возрастающая (неубывающая) функция; 
fel убывающая (невозрастающая) функция; 
{x(t)< h(t), #10} означает, что существует такое Ёй>>0, что 

x(t)<h(t) при О<Е— В; 
{x (t)<h(t), t}-+ 00} означает, что существует такое #>0, что 

х(Е—< (1) при > Ь; 
[62 пустое множество; 
со дополнительное состояние (см. $ 2.3); 
+ оо концы числовой прямой.
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Ем кости дробного числа измерений, 
связь с размерностью Хаусдор- 
фа — Безиковича 279
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Емкости естественные, по Дж. Ханту 
362 

— логарифмические и критерий Ка- 
кутани 308 

— ньютоновские 306 
— — неравенства Шоке 307 
— — спитцеровская интерпрета- 

ция (d > 3) 309 
— — см. также Критерий Винера; 

Потенциалы 
— риссовские (с дробным числом 

измерений), связь с устойчивыми 
процессами 353 

Задача Дирихле для А 319 
— — — — гармоническая мера, 

представление в виде броуновских 
выходных вероятностей 322 

— — — — критерий Винера 312 
— — — — — Пуанкаре 314 
— — — — крокодил Литлвуда 326 
— — — — применение к бесселев- 

ским выходным вероятностям 85 
— — — — решение задачи Дирих- 

ле с помощью броуновского дви- 
жения 320 

— — — — — спомощью простран- 
ственно-временнбго броуновского 
движения 325 

— — — — связь с критерием Кол- 
могорова 326 

— — — — формула Пуассона 363, 
364 

— — — — шип Лебега 319 
— — — d/dt— A/2 324 
— Неймана 322 
Закон 0 — |, блюменталевский 
(а = 1) 42, 112; (4>?2) 286 

— — колмогоровский 15 
— повторного логарифма для бро- 

уновского движения (4 = 1) 52, 55; 
(а > 2) 84 

Замены времени для движений с ве- 
роятностями, зависящими от вре- 
мени 327 

— — — многомерной диффузии 359 
— — — одномерной диффузии 

на точках переноса 242 
— — — —— общий обзор 207 
— — — -— — применение к по- 

строению броуновского движения 
с отражением на [0, + oo) 107 

— — — —— цепное правило 220 
— — — -— О = В 211 

Указатель 

Запутывание траектории двумерного 
броуновского движения, примене- 
ние к нему накрывающих движе- 
ний 341 

Какутани критерий для двумерного 
броуновского движения 308 

Каллианпура — Роббинса закон 
для броуновского движения (4 = 
= 1) 282; (d= 2) 337 

Каца формула для функционалов 
от броуновского движения 76 

— — — — — применения 
80, 81 

Кельвина принцип для ньютонов- 
ских потенциалов 312 

Колмогорова критерий для броунов- 
ского движения 52 

— — — —— связь с 
ственно-временным 
движением 326 

— — — —— доказательство Мо- 

простран- 
броуновским 

тоо 203 
Колмогоровский закон 0—1 15 
Косые произведения 328 
— — представление изотропной 

диффузии в виде косого произве- 
дения, по Гальмарино 330 

— — применение к вращению для 
изотропной диффузии 333 

— — — — граничным условиям 
для оператора А в круге 333, 
366 

— — — — обвиванию двумерного 
броуновского движения вокруг 
нуля 329 

Ламперти процесс восстановления, 
связанный с 3 103 

Лебега шип 319 
Леви конструкция броуновского 

движения 35 
— формула для процессов с незави- 

симыми приращениями 49, 185 
Литлвуда крокодил 326 
Локальное время для броуновского 

движения с отражением 42 
— — — — — - как мера на 

8+ размерности 1/2 72 
— — — — -—- ~—- плотность 

времени, проводимого в 0 65 
применение 

к конструкции броуновского дви- 
жения с эластичным экраном 67
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„Локальное время для броуновского 
движения с отражением, связь с пе- 
ресечениями сверху вниз 70 

— — — — er er со смежны- 
ми интервалами 8+ 64 
———щщ c dim (3*) 

66, 72 
— — — несингулярно0ой — одномер- 

ной диффузии 218 
— — — — как диффузия 274 

как мера Хаус- 
дорфа — Безиковича на 8 274 

— — — —— обратное локаль- 
ное время как процесс с независи- 
мыми приращениями 262 

— — — — —— пример, когда 
{1 — односторонний устойчивый 
процесс 277 

— — — — связь с пересече- 
ниями сверху вниз 274 

—— со смежными 
интервалами 8 269 

— — Or OC формула Леви 
для 4 265 

— — — стандартного одномерного 
броуновского движения 86 

— — — Or ee условие Гёль- 
дера 88 

— — — — условное ло- 
кальное время как диффузия, опи- 
сание в терминах условных бессе- 
левских процессов 89 

Локальные характеристики диффу- 
зии 116 

Марковские моменты 113 
— — для бросания монеты 20 
— — — одномерного броуновского 

движения 39 
— — моменты входа в множество 

для многомерной диффузии 286 
— — моменты первого достижения 

для броуновского движения 42 
— — теорема Гальмарино 113 
— — 0-алгебры, связанные с мар- 

ковскими моментами 111 
Марковское свойство для бросания 

монеты 19, 20 
— — — общей одномерной диффу- 

зии 111 
— — — одномерного броуновского 

движения 32, 39 
— — связь с гладкостью операторов 

Грина (4 =!) 124; (4>2) 285 
Мартина границы 364, 365 

Мартингалы, неравенство для суб- 
мартингалов 75 

— сходимость 74 
Мера скорости для многомерной диф- 

фузии в случае движений с бро- 
уновскими выходными вероятно- 
стями 344 
————- стационарное —рас- 

пределение как мера скорости 358 
— — — несингулярной одномер- 

ной диффузии в изолированной 
точке переноса 161 

— — определение через средние 
времена выхода 139, 142, 148, 158 

— — — — условную диффузию 
152 

Моменты первого достижения для 
бесселевского процесса 85, 170, 283 

— — — — бросания монеты 21 
— — — — броуновского движения 

42 
— — — — одномерной диффузии, 

формула Леви для них 182 
Мотоо доказательство критерия 

Колмогорова 203 

Нули для броуновского движения 
с отражением 63 

— — — — dim (3* 66, 72 
{+ как мера раз- 

мерности 1/2 на 8+ 72 
— — несингулярной диффузии, 

критерий сравнения для 4 (3) 
27 

— — — — ат (3) = соп${ 275 
— — — —+ как мера Хаусдор- 

фа — Безиковича на 3 274 
— — стандартного одномерного 

броуновского движения 46 
— — — dim (3,4) 97 
—-— ee процесс  восста- 
новления, связанный с 8, по Лам- 
перти 103 

Ньютоновские емкости, потенциалы 
см. Емкости; Потенциалы 

Обратное локальное время см. Ло- 
кальное время 

Обращенное движение 361 
Переходные плотности для броунов- 

ского движения с остановкой 291 
— 185 — несингулярной диффузии 

Подобные диффузии 355
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Построение траекторий с переносом 
239, 

— — — — на канторовом множе- 
стве 211 

— — — — на отрезке, 
из точек переноса 180 

— — — — с убиванием 243 
Потенциалы ньютоновские, гауссов 

принцип положительного полного 
заряда 306 

— т гауссова квадратичная форма 

состоящем 

— — как 
299 

— — принцип Кельвина 312 
— — формула Рисса 300 
— — электростатические потенциа- 

лы, представление в виде вероят- 
ностей достижения для броунов- 
ского движения 303 

— — см. также Ньютоновские ем- 
KOCTH 

— риссовские, связь с устойчивыми 
процессами 351 

— — см. также Риссовские емкости 
Предельная теорема Муавра -- Ла- 

пласа, обобщение Донскера 60 
Принцип отражения Д. Андрэ 43 
Производящий оператор для много- 

мерной диффузии 285 
— — — —— представление @ в ви- 

де дифференциального оператора 
с помощью меры скорости 344, 358 

эксцессивные функции 

—— — — формула _Дынкина 
285 

— — — общей одномерной диффу- 
зии 127 

о — — — — — локальность 130, 
131, 170 

несингулярный 
случай 144, 150, 172 

— — — — — общий обзор 137 
— — — распределение 

собственных значений 196 
— — -—- ee сингулярный слу- 

чай 160, 174, 180 
— — — — — спектральные 

разложения 189 
— — — — — — формула Дын- 

кина 128 
— — — — — см. также Мера 

скорости; Точка переноса; Уби- 
вающая мера; Шкала; Шкала пере- 
носа 

— — — отдельных движений: бес- 
селевского процесса 84 

Производящий оператор для отдель- 
ных движений: броуновских дви- 
жений Феллера 232 

— — — — броуновского — дви- 
жения в круге 333 

— — — oO er с прилипа- 
нием на границе круга 322 
ом — — — — — остановкой 
301 

— к щ отражени- 
em Ha [0, + со) 61 
мм эластичным 
экраном на [0, + oo) 45 

--——— движений с разрыв- 
ными траекториями 347 

— — — —— диффузией с бро- 
уновскими выходными вероятно- 
стями 344 

— — — — изотропных 
чивых процессов 352 

— — — — односторонних про- 
цессов с независимыми прираще- 
ниями 347 

устой- 

— — —— стандартного — бро- 
уновского движения (4=1) 32; 
(а >2) 288 

Пространственно-временнбое Opoy- 
новское движение 324 

Пространственно-временные движе- 
ния, применение к движениям 
с вероятностями, зависящими от 
времени 327 

Процессы с независимыми прираще- 
ниями, изотропные 351 

— — — — связь с риссовскими 
потенциалами 352 

— — — — @ как дробная сте- 
пень Д/2 352 

— — — — с возрастающими тра- 
екториями: броуновские моменты 
первого достижения как процесс 
с независимыми приращениями 
2 

— — — Orr ee обратное ло- 
кальное время как процесс с не- 
зависимыми приращениями 262 

односторон- 
ний устойчивый процесс как про- 
цесс с независимыми прираще- 
ниями 51 

связанная с 
этими процессами формула Леви 
и пуассоновская мера 49, 185 

® 347 
Пуанкаре критерий для броунов- 

ского движения 314



Указатель 

Пуассона формула для границ Мар- 
тина 363 

— — — Уравнения Аи =0 в гри- 
новской области 320 

— — — —— в круге 363 
— — — — 0/01 — Au/2 = 0 B 06- 

ласти в виде ящика 325 
Пуассоновская мера для броунов- 

ских моментов первого достиже- 
ния 44 

— — — моментов первого дости- 
жения для одномерной диффузии 

— — — одностороннего — процесса 
сезависимыми приращениями 49, 

Радемахера функции, 
к бросанию монеты 21 

Размерности и мера Хаусдорфа — 
Безиковича 75 

— — — OC связь с емкостью 
дробного числа измерений 279 

— — — —— см. также Локаль- 
ные времена; Нули 

Рисса формула см. Потенциалы; Экс- 
цессивные функции 

Риссовские емкости и потенциалы 
см. Емкости; Потенциалы 

применение 

Сингулярные точки для броуновско- 
го движения см. Винера крите- 
рий; Задача Дирихле; Колмогоро- 
ва критерий; Лебега шип; Пуанка- 
ре критерий; Шипы 

— — — одномерной диффузии см. 
Точки переноса 

Случайное блуждание (= бросание 
монеты) 19 

— — аппроксимация броуновского 
движения случайным блужданием 

— — законы арксинуса 23, 60 
марковские моменты 20 

— — марковское свойство 20 
— — моменты первого достижения 

— — описание при помощи функций 
Радемахера 21 

— — функция максимума 26 
— — см. также Предельная теоре- 

ма Муавра — Лапласа 

389 

Создание и уничтожение массы 247 
— — — — вероятности взрыва и 

вырождения как решения нели- 
нейных параболических уравне- 
ний 258 

— — — — построение взрывов 254 
Сообщение 120 
Спектральные разложения для &, 

ит. п. 189 
Стационарное распределение, форму- 

ла Уэно 358 
Супергармонические функции см. 

Эксцессивные функции 

Точка переноса 119 
Траектории одномерной диффузии, 

общий обзор 207; см. также Заме- 
ны времени; Построение траекто- 
рий с переносом; убивание 

— разрывные 347 

Убивание траекторий на точках 
переноса 243 

— — несингулярный’ случай 223 
— — общий обзор 209 
— — убивание х* с помощью tt 

с целью построения броуновского 
движения с эластичным экраном 67 

Убивающая мера для несингуляр- 
ной Диффузии в изолированной 
точке переноса 162 

— — ——— на точках переноса 

— — — —— определение в тер- 
минах выходных вероятностей 139, 
142, 155 

диффузии 152 
Усиленный закон больших чисел 15 
Устойчивый процессодносторонний 51 
— — — броуновские моменты пер- 

вого достижения как устойчивый 
процесс 42 

— — — обратные локальные вре- 
мена для некоторых диффузий как 
устойчивые процессы 277 

51 

условной 

— — изотропный, связь с потен- 
циалами Рисса 352 

— — — 6 как дробная степень A/2 
352 

Уэно формула для стационарного 
распределения 358
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Феллера малая граница и 0-алгебры 
«хвостов» 369 

Феллеровская классификация гра- 
ничных точек (входы и выходы) 
141, 166 

Функции, выпуклые вверх 146 
— — — относительно линейной фор- 

мы 157 

Хаара функции в применении к кон- 
струкции броуновского движения 
по П. Леви 35 

Центральная предельная теорема см. 
Предельная теорема Муавра-— Ла- 
пласа 

Чжуна — Эрдёша — Сирао — крите- 
рий для броуновского движения 
55 

Шип как пример сингулярной точки 
для броуновского движения 316 

— Лебега 319 
Шкала несингулярной диффузии, оп- 

ределение в терминах выходных 
вероятностей 139, 142, 145, 155 

— — — - условной диффу- 
зии 152 

Указатель 

Шкала переноса 143, 175, 177 
— — на  канторовом множестве 

243 
Шоке неравенства для ньютоновских 

емкостей 307 

Экскурсии для броуновского движе- 
НИЯ 

— — — — описание в терминах 
условных бесселевских процессов 

4 
— — несингулярной диффузии 275 
Эксцессивные функции для броунов- 

ского движения как потенциалы 
300 

— — —— супергармони- 
ческие функции 298 

— — — многомерной диффузии 360 
как потенциалы 

(формула Рисса) 362 
Эллиптические — дифференциальные 

операторы 367 
— — — теорема 

370 
Эргодическая теорема, индивиду- 

альная, для броуновского движе- 
Hua (d=1) 280; (d=2) 336, 
(сферического) 342, 343 

б-алгебры «хвостов» и малые гра- 
ницы Феллера 369 

С. Бернштейна



Предисловие редактора перевода ........ 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

Предисловие авторов... .. 

Предварительные сведения .......... 

2.1. 
2.2.Локальное время Леви 
2.3. 
2.4. 
2.5. 
2.6. 
2.7. 
2.8. 
2.9. 

2.10. 
2.11. 

. Стандартное случайное блуждание 

. Моменты первого достижения для стандартного <случайного 

. Стандартное броуновское движение 

. Конструкция I]. Лев ......... ... 

. Строго марковское свойство ......... 

. Моменты первого достижения для стандартного ‘броуновского 

1. Стандартное броуновское движение 

блуждания .. 

. Хинчиновское доказательство предельной теоремы Муавра — 
Лапласа ...... . 

движения 

. Критерий Колмогорова и закон повторного логарифма .. . - 
. Гёльдеровское условие П. Леви 

. Аппроксимация броуновского движения случайным блужданием 

2. Броуновские локальные времена 

Броуновское движение с отражением ..... 

Броуновское движение с эластичным экраном 

{+ и пересечения сверху вниз ........... .. 

{+ как мера Хаусдорфа — Безиковича размерности 1/2 

Формула Каца для функционалов от броуновского движения 

Бесселевские процессы .. еее еее 

Стандартное броуновское локальное время 

Броуновские SKCKYpcHH ..... 2s. ee ee eee 

Применение бесселевского процесса к броуновским экскурсиям 

Замена времени . 

ou
 

19 

19 

21 

24 
27 
35 
39 

42 
52 
50 
58 

61 

61 
63 
67 
70 
72 
76 
82 
86 

100 
104 
107



  

392 Оглавление 

3. Общая одномерная диффузия... еее... 110 

3.1. Определение... еее еее еее ине 110 

3.2. Марковские моменты... еее еее 113 

3.3. Некоторые локальные характеристики диффузии ...... 116 

3.4. Сингулярные точки „еее еее. 119 

3.5. Разложение общей диффузии на простые куски ....... 120 
3.6. Операторы Грина и пространство р... ..... 122 
3.7. Производящие операторы „еее еее еее. 127 

3.8. Производящие операторы (продолжение) .......... 130 

3.9. Остановленная диффузия („еее еее еее 133 

4. Производящие операторы ....... уе 137 

4.1. Общий обзор ‚еее еее еее еее 137 

4.2. © как локальный дифференциальный оператор. Консервативный 
несингулярный случай „еее ве о. 144 

4.3. © как локальный дифференциальный оператор. Общий несин- 

гулярный случай... еее we tt 150 

4.4. Другое доказательство „еее нение. 153 

4.5. © в изолированной сингулярной точке ........... 160 
4.6. Решение уравнения @°и=ои . еее нее. 164 

4.7. @® как глобальный дифференциальный оператор. Несингуляр- 

ный случай . еее еее ев 172 

4.8. Оператор @ на точках переноса .......2 +2 ee eee 174 

4.9. © как глобальный дифференциальный оператор. Сингулярный 
случай... еее еее 180 

10. Моменты первого достижения „еее. 182 

11. Спектральные разложения для функций Грина и переходные 
ПЛОТНОСТИ. еее еее еее 189 

4.12. Критерий Колмогорова .......- 2.5665 eee eee 203 

5. Замены времени и убивание .... ее... 207 

5.1. Построение траекторий. Общий обзор ............ 207 
5.2. Замены времени. 9=Ю „еее неее. 211 
5.3. Замены времени. Q=[0, too)... ..... .. 214 
5.4. Локальные времена... еее еее. 218 

5.5. Подчинение и цепное правило... .. 220 
5.6. Моменты убивания „еее еее 223 

5.7. Броуновские движения Феллера .............. 232 

5.8. Пример Икеда .„.. 1. 1 ww ee tt te et te 233 

5.9. Замены времени должны производиться при помощи интегралов 
OT JOKaIbHBIX BpeMe€H .... еее еее. 236 

10. Точки переноса „еее ине. 237 

11. Точки переноса с убиванием ... 2... ee ee ee 243



  

Оглавление 393 

5.12. Процессы с созданием массы ........... 247 

5.13. Параболическое уравнение .......... уе 249 

5.14. Взрывы ........ eee ee le 254 

5.15. Нелинейное параболическое уравнение eee ee 258 

6. Локальные времена и времена, обратные к ним ...... 262 

6.1. Локальные времена и времена, обратные кним ........ 262 

6.2. Меры Леви ...... ооо ооо вов о 265 

6.3. # и смежные интервалы множества 3 ............. 269 

6.4. Контрпример, касающийся # и смежных интервалов множе- 

ства}. (еее еее 271 

6.5а. [и пересечения сверху вниз... еее. 274 
6.5Ъ. { как мера Хаусдорфа . .... 274 
6.5с. как диффузия. „еее 274 

6.54. Экскурсии... еее еее еее. 275 
6.6. Размерности . еее. еее 275 
6.7. Критерии сравнения... еее еее еее 276 

6.8. Индивидуальная эргодическая теорема ........... 280 

7. Многомерное броуновское движение. .......... 285 

7.1. Многомерная диффузия ...... И 285 
7.2. Стандартное многомерное броуновское движение .. 287 

7.3. Уход на < „еее. eee ee ee ee 290 
7.4. Гриновские области и функции Грина ...... 291 
7.5. Эксцессивные функции. „еее еее еее. 298 
7.6. Приложение к спектру оператора 4/2 ........... 301 
7.7. Потенциалы и вероятности достижения ........ 303 

7.8. Ньютоновские емкости „и... . 306 

7.9. Гауссова квадратичная форма ............ ... 30 

7.10. Критерий Винера .. еее еее еее. 312 
7.11. Применения критерия Винер... еее. 315 

7.12. Задача Дирихле ... 1... 2. eee ee www 319 

7.13. Задача Неймана ... еее. 322 
7.14. Пространственно-временное броуновское движение ..... 325 
7.15. Сферическое броуновское движение и косые произведения... 328 
7.16. Вращение... еее еее 333 

7.17. Индивидуальная эргодическая теорема для стандартного`двумер- 

ного броуновского движения ........... 336 

7.18. Накрывающие броуновские движения ..... и 339 

7.19. Диффузии с броуновскими выходными вероятностями .... 344 

7.20. Процессы с траекториями, непрерывными справа ...... 347 

7.21. Потенциалы Рисса .„........... 351



394 Оглавление 

8. Общее представление о многомерной диффузии. ....... 

8.1. Подобные диффузии „еее еее. 

8.2. & как дифференциальный оператор ... (и. 

8.3. Замены времени... еее еее 

8.4. Потенциалы „еее еее еее 

8.5. Границы . еее еее. ... 

8.6. Эллиптические операторы „еее еее еее ине 
8.7. Малая граница Феллера и 0-алгебры «хвостов» ........ 
JIuTepatypa..... еее неее 

Список обозначений ......... 

Указатель. .....



К. Ито, Г. Маккин 

ДИФФУЗИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ 
И ИХ ТРАЕКТОРИИ 

Редактор Л. Б. Штейнпресс 

Художник Н. С. Хмелевская 
Художественный редактор В. И. Шаповалов 

Технические редакторы Ф. Х. Третьякова, 

Е. С. Потапенкова 

Корректор Л. Д. Кичерова 

Сдано в производство 31/VII—1967 r. 

Подписано к печати 22/XII—1967 г. 

Бумага тип. № 1 60х 901/156 12,44 бум. л. 
24,88 печ. л., в т/ч. вкл. 1 

Уч.-изд. л. 22,12. Изд. № 1/4076 

Цена | р. 77 к. Зак. 1209 

Темплан изд-ва «Мир» 1967 пор. № 11 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «МИР» 

Москва, 1-й Рижский пер., 2 

  

  

Московская типография № 16 

Главполиграфпрома Комитета по печати 
при Совете Министров СССР 

Москва, Трехпрудный пер., 9.



я 
—_ 

od 
2
х
 
r
e
i
 

r
p
m
 

— 
ot _

 
М
А
Е
 

VY 
wee 

a
 

te 
t
e
 
E
B
 

a
 

ak 
Bee! 

what 
ee 

wes 
g
e
e
 

Н
Й
 

S
R
R
 

С 
СЕ 

НИ 
.. 

’ 
ee 

c
c
s
 

в
ы
е
 

a
 

p
e
!
 

А
 
o
r
 

: 
: 

к
е
 

w
e
y
 

= 
r
a
 

o
t
e
 

к 
Х
ы
:
 

` 

т
:
 

г 
П
Р
 

и
 

Е
 
i
f
 _
 
a
o
e
 

e
e
,
 

m
e
e
t
 

el 
Orel 

ce 
“
a
m
 

oe 

п
 

ates 
ota 

a 
mye 

See 

 


	обложка
	титул
	Предисловие редактора перевода.
	Предисловие авторов.
	Предварительные сведения.
	1. Стандартное броуновское движение.
	2. Броуновские локальные времена.
	3. Общая одномерная диффузия.
	4. Производящие операторы.
	5. Замены времени и убивание.
	6. Локальные времена и времена, обратные к ним.
	7. Многомерное броуновское движение.
	8. Общее представление о многомерной диффузии.
	Литература.
	Список обозначений.
	Указатель.
	Оглавление.

